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Prólogo

Este documento constituye un material de apoyo para el cursode Cálculo II para
las carreras de Economía y Dirección Financiera en el ITAM. Se trata de una
recopilación de mis notas de clase, con el fin de agilizar la discusión de los temas
en el aula. El material se presenta en estricto apego al ordendel temario vigente,
aunque es discutido bajo un enfoque personal y en un lenguajeun tanto coloquial.

Estas notas no pretenden sustituir la lectura de la bibliografía seleccionada para
el curso. Están basadas en el material extraído precisamente de esos textos, así
como de documentos y libros escritos por mis colegas y amigosdel Departamento
de Matemáticas del ITAM. En particular, tomé prestados varios conceptos y
ejemplos del Documento de TrabajoMatemáticas IV, elaborado por Guillermo
Pastor. Para algunos temas de optimización, me basé en el libro Métodos Dinámicos
en Economía: Otra Búsqueda del Tiempo Perdido, de Héctor Lomelí y Beatriz
Rumbos. Muy especialmente, quiero expresar mi gratitud y gran admiración por
Knut Sydsaeter, de la Universidad de Oslo, quien fue el autorde una colección
maravillosa de textos de matemáticas para economistas. De él aprendí mucho,
aunque nunca tuve el privilegio de conocerlo. Estuve a puntode hacerlo, en
un taller de matemáticas que él iba a impartir en México. Desafortunadamente,
Sydsaeter falleció en un accidente en octubre de 2012, faltando una semana para su
visita a este país.

Se espera que el estudiante resuelva una gran variedad de ejercicios, que no han
sido incluidos en este documento debido a su extensión. Al respecto, el estudiante
puede utilizar el Documento de TrabajoCálculo II, Cuaderno de Ejercicios,
Lorena Zogaib, Departamento de Matemáticas, ITAM, enero 12de 2015.

Agradezco todas las sugerencias y correcciones que he recibido de mis colegas
y varias generaciones de estudiantes. Me han enriquecido mucho los comentarios
de mis amigos Carmen López y Ramón Espinosa. Igualmente importantes han sido
las observaciones de las varias generaciones de alumnos quehan consultado estas
notas. Especialmente, estoy muy agradecida con Francisco Contreras Marroquín,
quien estudió Ciencia Política en el ITAM, por sus valiosas aportaciones en
relación con el capítulo de Optimización.

De antemano ofrezco una disculpa al lector por los errores y omisiones que
encuentre en este texto. Siempre serán bienvenidas las correcciones y cualquier
comentario que me hagan llegar.

Lorena Zogaib
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Capítulo 1
El EspacioRn

1.1 Vectores

Considera los preciosp1, p2, . . . , pn den bienes. Conviene representar este
conjunto de precios por

(p1, p2, . . . , pn) o bien




p1
p2
...
pn




Un conjunto ordenado de números como éste, que se caracteriza no sólo por
los elementos que lo constituyen sino por el orden en que están colocados, se
llama unvectoro n-vector. Nota que un vector con una sola componente es
un simple número real, también denominado unescalar. La representación
del lado izquierdo se conoce comovector renglón, mientras que la del lado
derecho es unvector columna. Por lo general utilizaremos la representación
de vector renglón a lo largo de este texto, con excepción de algunos temas de
los capítulos 3 y 6.

Hay varias maneras cortas de designar el vector de precios(p1, p2, . . . , pn),
por ejemplo,
−→p = (p1, p2, . . . , pn), p = (p1, p2, . . . , pn), p = (p1, p2, . . . , pn), . . .

La primera de éstas,−→p , utiliza una flechita encima del nombre del vector,
y esto está relacionado con su significado geométrico, como discutiremos
un poco más adelante en esta sección. Aquí adoptaremos precisamente esa
notación para designar cualquiern-vector arbitrario(a1, a2, . . . , an), es decir,

−→a = (a1, a2, . . . , an), −→a ∈ Rn.

Los númerosa1, a2, . . . , an se llaman lascomponentes escalaresdel vector−→a , y decimos queai es lai-ésima componentede−→a . La notación−→a ∈ Rn

indica que cada una de lasn componentes del vector−→a es un escalar en el
campo de los reales,R.
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Capítulo 1 El EspacioRn

Operaciones con vectores

Definición. Dos vectores−→a y
−→
b son igualeso equivalentessi todas sus

componentes son iguales. En ese caso, escribimos

−→a = −→b .
Si el número de componentes, su valor numérico o su distribución son diferentes,
decimos que−→a �= −→b .

Ejemplo:

Sean−→x = (x, y, z) y −→a = (−1, 0, 3). Se tiene entonces que−→x = −→a si y sólo
si x = −1, y = 0 y z = 3.

Definición. Sean−→a = (a1, a2, . . . , an),
−→
b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn y β ∈ R.

a) Elproducto del escalarβ con el vector−→a es el vectorβ−→a ∈ Rn, dado por

β−→a = β(a1, a2, . . . , an)

= (βa1, βa2, . . . , βan).

b) La sumade los vectores−→a y
−→
b es el vector−→a +−→b ∈ Rn, dado por

−→a +−→b = (a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn)

= (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn).

Ejemplo:

Sean−→a = (3,−2, 5) y
−→
b = (−3, 0, 3). Así,

−2−→a = −2(3,−2, 5) = (−6, 4,−10),
−→a +−→b = (3,−2, 5) + (−3, 0, 3) = (0,−2, 8).

Definición. Sean−→a = (a1, a2, . . . , an),
−→
b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn. La resta o

diferenciade−→a con
−→
b es el vector−→a −−→b ∈ Rn, dado por

−→a −−→b = −→a + (−1)−→b
= (a1 − b1, a2 − b2, . . . , an − bn).
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1.1 Vectores

Ejemplo:

Sean−→a = (3,−2, 5) y
−→
b = (−3, 0, 3). Así,

−→a −−→b = (3,−2, 5)− (−3, 0, 3) = (6,−2, 2).

Definición. Para cada−→a ∈ Rn la diferencia−→a −−→a es elvector nuloo vector
cero
−→
0 , dado por −→

0 = (0, 0, . . . , 0).

Nota que
−→a −−→b = −→0 ⇔ −→a = −→b .

Definición. Si −→a 1,−→a 2, . . . ,−→a m ∈ Rn y β1, β2, . . . , βm ∈ R, entonces el
n-vector

β1
−→a 1 + β2−→a 2 + · · ·+ βm−→a m

se conoce como unacombinación linealde los vectores−→a 1,−→a 2, . . . ,−→a m.

Ejemplo:

Sean−→a = (3,−2, 5) y
−→
b = (−3, 0, 3). Así,

3−→a − 5−→b = 3(3,−2, 5)− 5(−3, 0, 3) = (9,−6, 15) + (15, 0,−15) = (24,−6, 0).

Reglas de adición de vectores y multiplicación por escalares

Si−→a ,−→b ,−→c ∈ Rn y α, β ∈ R, entonces

1.
�−→a +−→b

�
+−→c = −→a +

�−→
b +−→c

�

2.−→a +−→b = −→b +−→a
3.−→a +−→0 = −→0 +−→a = −→a
4.−→a + (−−→a ) = (−−→a ) +−→a = −→0
5. (α + β)−→a = α−→a + β−→a
6.α

�−→a +−→b
�
= α−→a + α−→b

7.α (β−→a ) = (αβ)−→a
8. 1−→a = −→a

7



Capítulo 1 El EspacioRn

Ejemplo:

Dados−→a ,−→b ∈ Rn halla un vector−→x ∈ Rn tal que3−→x + 2−→a = 5−→b .

Usando las reglas anteriores, se tiene

3−→x + 2−→a + (−2−→a ) = 5
−→
b + (−2−→a )

3−→x +−→0 = 5
−→
b − 2−→a

3−→x = 5
−→
b − 2−→a	

1

3



3−→x =

	
1

3


�
5
−→
b − 2−→a

�

1−→x =
5

3

−→
b − 2

3
−→a

−→x =
5

3

−→
b − 2

3
−→a .

Interpretación geométrica de los vectores en el planoR2

La palabra vector proviene del latín y significa transporte.Por esa razón, un
vector se asocia con un desplazamiento. Podemos describir ese desplazamiento en
el planoxy por la distancia dirigidaa1 que se mueve en la dirección del ejex y
por la distancia dirigidaa2 que se mueve en la dirección del ejey. Entendemos por
distancia dirigida al hecho de quea1 > 0 si se desplaza hacia la derecha del punto
inicial y a1 < 0 si se desplaza hacia la izquierda. Similarmente, se tienea2 > 0 si
el desplazamiento es hacia arriba oa2 < 0 si es hacia abajo.

Geométricamente, esta translación se puede visualizar como una flecha o
segmento de recta dirigido de un puntoA a otro puntoB, que denotamos por−→
AB. Si desplazamos la flecha paralelamente a sí misma, de tal manera que su

nuevo origen seaA′ y el nuevo destinoB′, la flecha resultante
−−→
A′B′ describirá

el mismo desplazamiento, porque sus componentesx y y siguen siendoa1 y a2,
respectivamente.

De esta manera, se tiene que
−→
AB =

−−→
A′B′.
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1.1 Vectores

Así, desde el punto de vista geométrico, decimos que dos vectores son iguales
o equivalentes si tienen la misma dirección y longitud (dados por las mismas
componentesa1 y a2). En consecuencia, es claro que

−→
AB �= −→BA.

Definición. Dados dos puntosA(x1, y1) y B(x2, y2) del planoR2, el vector−→v
que va deA haciaB es el vector−→v = −→AB = (x2 − x1, y2 − y1).

Ejemplos:

1. SiA(1, 1),B(2,−1) y −→v = −→AB es el vector que va deA aB, entonces

−→v = (2− 1,−1− 1) = (1,−2).

2. SiC(−1, 0),D(−3,−3) y −→w =
−−→
DC es el vector que va deD aC, entonces

−→w = (−1− (−3), 0− (−3)) = (2, 3).

3. SiE(−3,−2), F (−1, 1) y −→u = −→EF es el vector que va deE aF, entonces

−→u = (−1− (−3), 1− (−2)) = (2, 3).

Observamos que los vectores−→w y −→u son iguales, puesto que están descritos por
las mismas componentes, es decir, la misma dirección y magnitud, a pesar de tener
asociados diferentes puntos de origen y destino. De hecho, los vectores−→w y −→u son
también iguales al vector−→r = −→OP que va del origen de coordenadasO(0, 0) al
puntoP (2, 3).
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Capítulo 1 El EspacioRn

De acuerdo con la definición, la multiplicación de un vector−→v por un escalar
c es un nuevo vector,c−→v , cuyas componentes son las componentes de−→v
multiplicadas cada una por el factorc. Geométricamente, el vectorc−→v es paralelo
a−→v , con las siguientes características: i) sic > 0, entoncesc−→v es un vector en el
mismo sentido que−→v , y si c < 0, su sentido es opuesto, ii) si|c| > 1, entoncesc−→v
es un vector de magnitud mayor que−→v , y si |c| < 1, su magnitud es menor.

Por ejemplo, si−→v = (1, 2), entonces

a)3−→v = 3(1, 2) = (3, 6)

b)−−→v = −(1, 2) = (−1,−2)

c)−2−→v = −2(1, 2) = (−2,−4)

Definición. Dos vectores no nulos−→a y
−→
b sonparalelossi son múltiplos entre

sí, es decir, si existe un escalarα �= 0 tal que
−→
b = α−→a . Que los vectores−→a y

−→
b

sean paralelos se denota por−→a �−→b .
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1.1 Vectores

Ejemplo:

El vector−→v 1 =
�
1
5
,− 3

5

�
es paralelo al vector−→v 2 =

�
− 1

3
, 1
�
, ya que

−→v 1 = − 3
5
−→v 2.

Por otra parte, sabemos de la definición que la suma−→v 1 +−→v 2 de dos vectores−→v 1 y −→v 2 es la suma de sus componentes, como se muestra en la siguientefigura.

El vector suma−→v 1 + −→v 2 se construye más fácilmente a partir del método del
paralelogramo, así como el método del triángulo, ilustrados en la siguiente figura.

La siguiente figura muestra la suma de los vectores−→a = (−1,−2) y−→
b = (2, 1), dada por−→a +−→b = (−1,−2) + (2, 1) = (−1 + 2,−2 + 1) = (1,−1).

11



Capítulo 1 El EspacioRn

Asimismo, combinando las dos operaciones anteriores, se puede construir
cualquier combinación lineal de vectores enR2. Por ejemplo, para−→v 1 = (1, 1) y−→v 2 = (−2, 3), la siguiente figura muestra la combinación lineal
−2−→v 2 + 3−→v 1 = −2(−2, 3) + 3(1, 1) = (4,−6) + (3, 3) = (7,−3).

Por último, sabemos que el vector resta−→v 1 − −→v 2 se construye como la suma
de vectores−→v 1 + (−−→v 2), como se muestra en las figuras de la izquierda. Esto
equivale a decir que la resta−→v 1 − −→v 2 es el vector que une las “puntas” de los
vectores−→v 1 y −→v 2, en dirección de−→v 2 hacia−→v 1, como se muestra en las figuras
de la derecha.

Un resultado muy útil es que la suma−→v 1 + −→v 2 y la resta−→v 1 − −→v 2 pueden
asociarse con las diagonales del paralelogramo formado al unir los vectores−→v 1 y−→v 2, de la manera que se muestra en la siguiente figura.

12



1.1 Vectores

Existe una representación alternativa para los vectores enel plano, utilizando
los llamadosvectores base. Estos últimos son vectores en términos de los cuales
podemos expresar cualquier otro vector. En el caso deR

2 se necesitan dos vectores
base, no paralelos, para poder generar cualquier vector en el plano. La base más
simple es la base canónica, dada por los vectoresı̂ = (1, 0) y ̂ = (0, 1), mostrados
en la siguiente figura.

Definición. Cualquier vector−→v = (x, y) ∈ R2 se puede expresar como
−→v = xı̂+ y̂,

con ı̂ = (1, 0) y ̂ = (0, 1).

Definición. Si −→v = xı̂ + y̂, entonces los vectoresxı̂ y y̂ son losvectores
componenteso componentes vectorialesde−→v en las direccioneŝı y ̂,
respectivamente. Los númerosx y y son lascomponentes escalaresde−→v en las
direccioneŝı y ̂, respectivamente.

Ejemplo:

Por ejemplo, si−→v = 3ı̂+ 2̂, entonces

i) 3ı̂ es la componente vectorial de−→v en la dirección̂ı

ii) 2̂ es la componente vectorial de−→v en la dirección̂

13



Capítulo 1 El EspacioRn

iii) 3 es la componente escalar de−→v en la dirección̂ı

iv) 2 es la componente escalar de−→v en la dirección̂

Interpretación geométrica de los vectores en el espacioR3

Los resultados anteriores pueden extenderse fácilmente para vectores en el
espacioR3, como se presenta a continuación.

Definición. Dados dos puntosA(x1, y1, z1) y B(x2, y2, z2) en el espacio, el
vector−→v que va deA aB es el vector

−→v = −→AB = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).

Por otra parte, la base canónica enR3 son los vectores

ı̂ = (1, 0, 0), ̂ = (0, 1, 0), k̂ = (0, 0, 1),

mostrados en la siguiente figura.
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1.1 Vectores

En términos de estos vectores base, cualquier vector−→v = (x, y, z) enR3 puede
expresarse como

−→v = xı̂+ y̂+ zk̂.

Ejemplos:

1. Dibuja el vector−→v = ı̂+ 2̂+ 3k̂

2. Dibuja los vectores−→a = ı̂ + 2̂,−→b = 3k̂ y −→c = −→a +−→b .

Norma de un vector enRn

Como ya se mencionó, una de las dos características de un vector es su longitud,
también conocida como sunorma. Para vectores enRn la norma se determina a
partir del teorema de Pitágoras generalizado, como se definea continuación.

Definición. La norma, o magnitud, de un vector−→v = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn es
el número real no negativo�−→v � dado por

�−→v � =


x21 + x

2
2 + . . .+ x

2
n.
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Capítulo 1 El EspacioRn

En particular, se tienen los siguientes casos:

i) si −→v = xı̂+ y̂ ∈ R2, entonces�−→v � =
�
x2 + y2.

ii) si −→v = xı̂+ y̂+ zk̂ ∈ R3, entonces�−→v � =
�
x2 + y2 + z2.

Cabe señalar que la norma de un vector−→v = xı̂ enR es simplemente su valor
absoluto, ya que�−→v � =

√
x2 = |x|.

Ejemplos:

1. Si−→u = ı̂ + ̂, entonces�−→u � =
√
12 + 12 =

√
2.

2. Si−→v = −3ı̂+ 4̂, entonces�−→v � =
�
(−3)2 + 42 =

√
25 = 5.

3. Si−→w = −ı̂+ 2̂− 3k̂, entonces�−→w � =
�
(−1)2 + 22 + (−3)2 =

√
14.
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1.1 Vectores

Nota que existe una infinidad de vectores con una misma norma dada. Por
ejemplo, todos los siguientes vectores poseen norma 5.

−→v 1 = 5ı̂
−→v 2 = 3ı̂ + 4̂
−→v 3 = 5̂
−→v 4 = −3ı̂+ 4̂
−→v 5 = −3ı̂− 4̂

Las cabezas de todos estos vectores describen
una circunferencia de radio 5.

Propiedades de la norma

Sean−→v ,−→w ∈ Rn y seac ∈ R. Entonces,

a)�−→v � ≥ 0
b) �−→v � = 0 ⇔ −→v = −→0
c) �c−→v � = |c| �−→v �
d) �−→v +−→w � ≤ �−→v �+ �−→w � Desigualdad del triángulo

Las propiedades a) y b) establecen que la norma de un vector esno negativa,
y sólo es cero si�v es el vector nulo. La propiedad c) establece que se preserva la
escala al calcular la norma del múltiplo de un vector; así, por ejemplo, la expresión

�−3−→v � = |−3| �−→v � = 3 �−→v �
establece que la norma�−3−→v � del triple de un vector−→v , es el triple de su norma,
3 �−→v �. Por último, la propiedad d), o desigualdad del triángulo, establece que la
hipotenusa de un triángulo mide menos que la suma de sus catetos (figuras de la
izquierda) y sólo es igual a la suma de estos cuando son paralelos (figura de la
derecha).

�−→v +−→w � < �−→v �+ �−→w � �−→v +−→w � = �−→v �+ �−→w �
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Capítulo 1 El EspacioRn

Así, por ejemplo, de acuerdo con la propiedad d), para vectores arbitrarios−→v ,−→w ,
se tiene

�3−→v − 5−→w � �= �3−→v �+ �5−→w � ,
�3−→v − 5−→w � �= �3−→v � − �5−→w � .

Definición. La distancia euclidianad(A,B) entre dos puntosA(a1, a2, . . . , an)
y B(b1, b2, . . . , bn) enRn está dada por

d(A,B) =
�
(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + · · ·+ (bn − an)2.

Esta es una generalización del teorema de Pitágoras enn dimensiones. Más
generalmente, si denotamos por−→a = (a1, a2, . . . , an) al vector

−→
OA que va del

origen al puntoA(a1, a2, . . . , an) y por
−→
b = (b1, b2, . . . , bn) al vector

−−→
OB que va

del origen al puntoB(b1, b2, . . . , bn), entonces la distanciad(A,B) entre los puntos
A y B es la norma del vector que los une, es decir,

d(A,B) = d(−→a ,−→b ) =
���
−→
b −−→a

��� =
���−→a −−→b

��� .

Propiedades de la distancia euclidiana
Sean−→a ,−→b ,−→c ∈ Rn. Entonces,

a)d(−→a ,−→b ) ≥ 0

b) d(−→a ,−→b ) = 0 ⇔ −→a = −→b

c) d(−→a ,−→b ) = d(−→b ,−→a ) Simetría

d) d(−→a ,−→b ) + d(−→b ,−→c ) ≥ d(−→a ,−→c ) Desigualdad del triángulo

A un conjuntoX con una función distanciad : X ×X → R que satisface estas
propiedades se le llamaespacio métrico. En particular, el espacioRn es un espacio
métrico.
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1.1 Vectores

Definición. Un vector unitario�u es un vector con norma igual a 1, es decir,
��u� = 1.

En el caso deR2, los vectores unitarios son todos aquellos que pueden dibujarse
dentro de una circunferencia de radio 1 y centro en el origen,como es el caso de
los siguientes vectores.

ı̂

̂

â =
1√
2
ı̂ +

1√
2
̂

b̂ = − 3
5
ı̂− 4

5
̂

�ı̂� = �̂� = �â� =
���b̂

��� = 1.

Como la norma de un vector unitario es, por definición, siempre igual a 1, su
única característica importante es su dirección. De ahí quelos vectores unitarios
son conocidos también comovectores de dirección.En el caso particular de un
vector unitario en el plano,̂u ∈ R2, su dirección se define como el ánguloθ
que éste determina con el ejex, medido en la dirección contraria al giro de las
manecillas del reloj. Así, cualquier vector unitario enR2,

û = xı̂+ y̂,

donde��u� =
�
x2 + y2 = 1, puede expresarse como

û = cos θ ı̂ + senθ ̂,

en donde se ha utilizado que

cos θ =
x

1
= x, senθ =

y

1
= y.
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Capítulo 1 El EspacioRn

Ejemplos:

1. Determina la dirección del vector unitarioâ =
1√
2
ı̂+

1√
2
̂.

En este caso,cos θ =
1√
2

y sen θ =
1√
2
. Por lo tanto,

θ = cos−1
	
1√
2



= sen−1

	
1√
2



=
π

4
,

en dondecos−1 x y sen−1x denotan “ángulo cuyo coseno es” y “ángulo cuyo
seno es”, que son las funciones inversas de las funciones coseno y seno.

2. Determina la dirección del vector unitariob̂ = −ı̂.
En este caso,cos θ = −1 y sen θ = 0. Por lo tanto,

θ = cos−1 (−1) = sen−1 (0) = π.

Cualquier vector no nulo,−→v ∈ Rn, puede escribirse siempre en términos del
vector unitariôv que apunta en la misma dirección que−→v , de acuerdo con

−→v = �−→v � v̂.

De esta manera, el vector unitariov̂ del vector no nulo−→v �= −→0 está dado por el
cociente

v̂ =
−→v
�−→v � .

Ejemplos:

1. Calcula el vector unitariôa del vector−→a = −3ı̂+ 4̂.
Como�−→a � =

�
(−3)2 + 42 = 5, por lo tanto,

â =
−→a
�−→a � =

−3ı̂+ 4̂
5

= −3
5
ı̂+

4

5
̂.
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1.1 Vectores

2. Calcula el vector unitariôx del vector−→x = ı̂− 2̂+ 3k̂.
Como�−→x � =

�
12 + (−2)2 + 32 =

√
14, por lo tanto,

x̂ =
−→x
�−→x � =

ı̂− 2̂+ 3k̂√
14

=
1√
14
ı̂− 2√

14
̂+

3√
14
k̂.

3. Encuentra un vector−→v con magnitud (norma) igual a 5 y que tenga la misma
dirección que el vector−→w que va del puntoA(−1, 2, 1) al puntoB(−2, 0, 3).
De acuerdo con el enunciado es claro que−→v = 5�w, con �w el vector de dirección
de−→w =

−→
AB.

Para calcular�w, notamos primero que

−→w =
−→
AB = ((−2)− (−1), 0− 2, 3− 1) = (−1,−2, 2)

= −ı̂− 2̂+ 2k̂.
Como�−→w � =

�
(−1)2 + (−2)2 + 22 = 3, por lo tanto,

�w =
−→w
�−→w � =

−ı̂− 2̂+ 2k̂
3

= −1
3
ı̂− 2

3
̂+

2

3
k̂.

De este modo,

−→v = 5�w = 5
	
−1
3
ı̂− 2

3
̂+

2

3
k̂



= −5

3
ı̂− 10

3
̂+

10

3
k̂.

Además del productoc−→v de un vector−→v por un escalarc existen otros dos
productos importantes que involucran vectores. Uno de ellos, conocido como el
producto punto o producto escalar, reviste de gran utilidad para este curso, por lo
que se define a continuación. El otro producto se conoce comoel producto cruz o
producto vectorial, pero se omitirá en estas notas.
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Capítulo 1 El EspacioRn

Producto punto

Definición. El producto escalaro producto punto,−→a · −→b , de dos vectores−→a y−→
b en el planoR2, o en el espacioR3, es el escalar

−→a · −→b = �−→a �
���−→b

��� cos θ,

dondeθ es el ángulo entre−→a y
−→
b , con0 ≤ θ ≤ π.

Observa que−→a · −→b no es un vector, sino un escalar. Geométricamente,
−→a · −→b representa el producto de la norma de cualquiera de los dos vectores por
la componente del otro vector en la dirección de éste, como semuestra en las
siguientes figuras.

−→a · −→b = �−→a �
����
−→
b
��� cos θ

� −→a · −→b =
���
−→
b
��� (�−→a � cos θ)

La siguiente tabla resume algunos casos especiales.

θ −→a · −→b = �−→a �
���−→b

��� cos θ
Vectores paralelos 0 �−→a �

���
−→
b
��� valor máximo

Vectores perpendicularesπ
2

0

Vectores antiparalelos π −�−→a �
���−→b

��� valor mínimo

Observa que, de acuerdo con la definición, el producto punto es conmutativo, es
decir,

−→a · −→b = −→b · −→a .
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1.1 Vectores

Definición. Decimos que dos vectores no nulos−→a y
−→
b sonperpendiculares u

ortogonalessi y sólo si−→a · −→b = 0. Que los vectores−→a y
−→
b sean perpendiculares

se denota por−→a ⊥−→b .

Ejemplos:

1. Calcula el producto punto de los vectores−→a = −ı̂− ̂ y
−→
b = 2̂ enR2.

Sabemos que�−→a � =
√
2 y

���−→b
��� = 2. De la figura se observa que el ángulo

entre−→a y
−→
b es135◦, es decir,θ =

3π

4
. Así,

−→a · −→b = �−→a �
���−→b

��� cos
	
3π

4



= (
√
2)(2)

	
− 1√

2



= −2.

2. Calcula el producto punto de los vectores−→a = 3ı̂ y
−→
b = ı̂+

√
3̂ enR2.

Sabemos que�−→a � = 3 y
���−→b

��� = 2. De la figura se observa que el ángulo entre
−→a y
−→
b es60◦. Así,

−→a · −→b = �−→a �
���−→b

��� cos
�π
3

�
= (3)(2)

	
1

2



= 3.
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Capítulo 1 El EspacioRn

3. Calcula el producto punto de los vectores−→a = 2ı̂+ ̂ y
−→
b = 3k̂ enR3.

Sabemos que�−→a � =
√
5 y

���−→b
��� = 3. De la figura se observa que el ángulo

entre−→a y
−→
b es90◦, es decir,θ =

π

2
. Así,

−→a · −→b = �−→a �
���−→b

��� cos
�π
2

�
= (
√
5)(3) (0) = 0.

En general, la expresión−→a ·−→b = �−→a �
���−→b

��� cos θ puede resultar poco práctica

para calcular el producto punto de−→a y
−→
b , ya que requiere conocer el ángulo

θ entre−→a y
−→
b . Por esta razón, a continuación desarrollaremos una expresión

alternativa para calcular−→a · −→b a partir de las componentes de estos vectores, que
suele ser la información que se tiene disponible.

Para este fin consideramos dos vectores−→a y
−→
b , así como su vector diferencia,

−→c = −→b − −→a . Estos tres vectores determinan un triángulo, cuyos catetos están
relacionados entre sí por la ley de los cosenos, dada por

�−→c �2 = �−→a �2 +
���−→b

���
2

− 2 �−→a �
���−→b

��� cos θ,
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1.1 Vectores

en dondeθ denota el ángulo entre−→a y
−→
b . Nota que esta igualdad se reduce al

teorema de Pitágoras en el caso particularθ = π/2 . El término�−→a �
���−→b

��� cos θ en

el lado derecho es precisamente el producto punto−→a · −→b entre−→a y
−→
b , es decir,

�−→c �2 = �−→a �2 +
���−→b

���
2

− 2�a ·�b,
de modo que

−→a · −→b =
�−→a �2 +

���−→b
���
2

− �−→c �2

2
.

Para el caso particular de vectores−→a = a1ı̂+ a2̂ y
−→
b = b1ı̂+ b2̂ enR2, el vector

−→c = −→b −−→a está dado por−→c = (b1 − a1)̂ı+ (b2 − a2)̂, de modo que

−→a · −→b = (a21 + a
2
2) + (b

2
1 + b

2
2)−

�
(b1 − a1)2+(b2 − a2)2

�

2
.

Desarrollando cuadrados en el numerador es posible simplificar varios términos,
quedando simplemente,

−→a · −→b = a1b1 + a2b2.
De esta manera, el cálculo de−→a · −→b se reduce a multiplicar término a término las
componentes escalares de−→a y

−→
b . Similarmente, es posible demostrar que en el

caso de vectores−→a = a1ı̂ + a2̂ + a3k̂ y
−→
b = b1ı̂ + b2̂ + b3k̂ enR3 el producto

punto está dado por
−→a · −→b = a1b1 + a2b2 + a3b3.

El resultado anterior puede extenderse muy fácilmente paracualesquiera dos
vectores enRn, como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema.El producto escalar, o producto punto, −→a · −→b , de dos vectores
−→a = (a1, a2, . . . , an) y

−→
b = (b1, b2, . . . , bn) enRn es el escalar

−→a · −→b = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn .

Ejemplos:

1. Calcula−→x · −→y , si−→x = (−1,−3, 0) y −→y = (2, 1,−3).
En este caso,

−→x · −→y = (−1)(2) + (−3)(1) + (0)(−3) = −5.
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Capítulo 1 El EspacioRn

2. Demuestra que los vectores−→u = 2ı̂ + 3̂ y −→v = −6ı̂ + 4̂ son perpendiculares
entre sí.

Como −→u · −→v = (2)(−6) + (3)(4) = 0,
por lo tanto−→u⊥−→v .

3. Escribe el ingresoI = p1q1 + p2q2 + · · · + pnqn como un producto punto de
vectores.

El ingresoI puede expresarse comoI = −→p · −→q , donde−→p = (p1, p2, . . . , pn) es
el vector de precios y−→q = (q1, q2, . . . , qn) es el vector de cantidades.

4. Sean−→a = ı̂ + 2̂ + 3k̂ y
−→
b = 4ı̂ − ̂ + k̂. Calcula el vector

−→v =
���−→a −−→b

���
�−→a · −→b

�
â.

Por una parte, como−→a −−→b = −3ı̂ + 3̂+ 2k̂, por lo tanto,
���−→a −−→b

��� =
√
9 + 9 + 4 =

√
22.

Por otra parte,
−→a · −→b = 4− 2 + 3 = 5.

Por último, como�−→a � =
√
1 + 4 + 9 =

√
14, por lo tanto

â =
1√
14

�
ı̂+2̂+ 3k̂

�
.

De esta manera,

�v =
���−→a −−→b

���
�−→a · −→b

�
â =

�√
22

�
(5)

	
1√
14

�
ı̂+2̂+ 3k̂

�


=

�
5

�
11

7

�
ı̂+

�
10

�
11

7

�
̂+

�
15

�
11

7

�
k̂.

5. Encuentra un vector−→w ∈ R2 que tenga norma5 y sea perpendicular a−→v = 3ı̂ + 2̂.
Sea−→w = xı̂+ y̂ el vector que buscamos, representado en la siguiente figura.
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1.1 Vectores

De acuerdo con el enunciado,−→w debe satisfacer las siguientes dos condiciones

�−→w � =
�
x2 + y2 = 5,

−→w · −→v = (3)(x) + (2)(y) = 0.

De la segunda condición se tieney = −3x/2, que sustituido en la primera
condición implica �

x2 +
9

4
x2 = 5.

De este modo,x = ± 10√
13
. Así, existen dos vectores−→w 1 y −→w 2 que satisfacen las

condiciones del problema,−→w 1 =
10√
13
ı̂− 15√

13
̂ y −→w 2 = − 10√

13
ı̂+ 15√

13
̂.

Propiedades del producto escalar

Para todos−→a ,−→b ,−→c ,−→d ∈ Rn y α ∈ R se cumplen las siguientes propiedades:

1.−→a · −→a ≥ 0 y −→a · −→a = 0 si y sólo si−→a = −→0 .

2.−→a · −→b = −→b · −→a
3. (α−→a ) · −→b = −→a ·

�
α
−→
b
�
= α

�−→a ·−→b
�

4.−→a · (−→b +−→c ) = −→a · −→b +−→a · −→c
5. (−→a +−→b ) · (−→c +−→d ) = −→a · −→c +−→a · −→d +−→b · −→c +−→b · −→d
6.

���−→a · −→b
��� ≤ �−→a �

���−→b
��� Desigualdad de Cauchy-Schwarz

De la propiedad 6 se sigue un resultado interesante. Para ello, reescribimos la
desigualdad de Cauchy-Schwarz de la siguiente manera

���−→a · −→b
��� ≤ �−→a �

���−→b
���

−�−→a �
���−→b

��� ≤ −→a · −→b ≤ �−→a �
���−→b

���

−�−→a �
���−→b

��� ≤ �−→a �
���−→b

��� cos θ ≤ �−→a �
���−→b

���
−1 ≤ cos θ ≤ 1,

que permite generalizar el concepto de ángulo entre dos vectores en el espacioRn,
como lo establece la siguiente definición.

Definición. El ánguloθ entre dos vectoresno nulos−→a ,−→b ∈ Rn está dado por

θ = cos−1



−→a · −→b
�−→a �

���−→b
���


 , 0 ≤ θ ≤ π.
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Capítulo 1 El EspacioRn

Ejemplos:

1. Encuentra el ángulo entre los vectores−→x = ı̂+ ̂ y −→y = ı̂.

Como�−→x � =
√
2, �−→y � = 1 y−→x · −→y = 1, por lo tantoθ = cos−1

	
1√
2



=
π

4
.

2. Encuentra el ángulo entre los vectores−→x = −ı̂− 2̂ y −→y = 2ı̂− ̂+ 3k̂.
Como �−→x � =

√
5, �−→y � =

√
14 y −→x · −→y = 0, por lo tanto

θ = cos−1
�

0√
5
√
14

�
= π

2
. Concluimos entonces que−→x⊥−→y .

Por otra parte, en relación con el concepto de perpendicularidad, y en
vista que los vectores base canónicos enR

3 son todos unitarios, es decir,

�ı̂� = �̂� =
���k̂

��� = 1, se obtiene el siguiente resultado:

ı̂ · ı̂ = ̂ · ̂ = k̂ · k̂ = 1

ı̂ · ̂ = ̂ · k̂ = k̂ · ı̂ = 0

Utilizando este resultado, junto con la propiedad 5 del producto escalar, podemos
llevar a cabo una diversidad de manipulaciones algebraicas. Por ejemplo, sin hacer
uso de la ley de los cosenos podemos demostrar que−→a · −→b = a1b1 + a2b2 + a3b3,
para−→a y

−→
b enR3, de la siguiente manera:

−→a · −→b =
�
a1ı̂+ a2̂+ a3k̂

�
·
�
b1ı̂+ b2̂+ b3k̂

�

= a1b1 (̂ı · ı̂) + a1b2 (̂ı · ̂) + a1b3
�
ı̂ · k̂

�

+a2b1 (̂ · ı̂) + a2b2 (̂ · ̂) + a2b3
�
̂ · k̂

�

+a3b1

�
k̂ · ı̂

�
+ a3b2

�
k̂ · ̂

�
+ a3b3

�
k̂ · k̂

�

= a1b1 + a2b2 + a3b3.

Asimismo, tomando en cuenta que el producto punto de un vector −→a consigo
mismo está dado por−→a · −→a = �−→a � �−→a � cos 0 = �−→a � �−→a � (1) = �−→a �2, se
tiene

�−→a � =
√−→a · −→a .
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1.2 Curvas paramétricas. Vector tangente a una curva paramétrica

Así, por ejemplo,

�2−→u − 3−→v �2 = (2−→u − 3−→v ) · (2−→u − 3−→v )
= 4 (−→u · −→u )− 6 (−→u · −→v )− 6 (−→v · −→u ) + 9 (−→v · −→v )
= 4 �−→u �2 − 12 (−→u · −→v ) + 9 �−→v �2 .

1.2 Curvas paramétricas. Vector tangente a una curva paramétrica

Una manera frecuente de definir una curva en el planoR
2 es larepresentación

cartesiana, en donde la curva es el conjunto de puntosP (x, y) que satisfacen una
ecuación de la formay = f(x).

Existen otras maneras para representar una curva enR
2, que pueden resultar

más convenientes que la cartesiana, dependiendo del tipo desimetrías de la
curva o la naturaleza de sus posibles aplicaciones. Aquí nosinteresa la llamada
representación paramétrica, que además de proporcionar una información más
detallada que en la forma cartesiana, puede extenderse fácilmente al caso general
de curvas enRn.

La representación paramétrica de una curva en el planoR
2 expresa las

coordenadasx y y de cada punto de la curva como funciones de una tercer variable,
digamost, que juega el papel de variable exógena o parámetro. Al ir cambiando de
valores el parámetrot, se van generando nuevos puntos(x(t), y(t)) de la curva,
como se muestra en las siguientes figuras.
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Capítulo 1 El EspacioRn

La figura de la izquierda muestra la evolución de cada una de las coordenadasx(t)
y y(t) al incrementarset. La figura de la derecha presenta el mismo razonamiento
pero en un lenguaje vectorial, considerando para cadat la evolución del vector de
posición −→r (t) = x(t) ı̂+ y(t) ̂.

Definición. Una curva paramétricao trayectoriaes una función vectorial,−→r : S ⊂ R→ R
n, que a cada númerot ∈ S le asigna un único vector−→r (t) ∈ Rn.

De acuerdo con nuestra discusión anterior, en el caso del planoR2 una curva
paramétrica se representa mediante una función vectorial−→r : R→ R

2, de la forma
−→r (t) = x(t) ı̂+ y(t) ̂,

en dondex y y son funciones del parámetrot enR. Similarmente, en el caso del
espacioR3 una curva paramétrica se representa mediante una función vectorial−→r : R→ R

3, de la forma

−→r (t) = x(t) ı̂+ y(t) ̂+ z(t)�k,
en dondex, y y z son funciones del parámetrot enR. Un argumento similar
se sigue para curvas enRn, n ≥ 4. Cabe mencionar, por último, que la
parametrización de una curva no es única, como se ilustra en el ejemplo 2 a
continuación.

Ejemplos:

1. Identifica la curva−→r (t) = x(t) ı̂ + y(t) ̂ enR2, con

x(t) = 1 + t
y(t) = 2 + t, t ∈ R.

Asignando diferentes valores al parámetrot se obtiene la recta mostrada en la
figura.
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Efectivamente, al eliminar el parámetrot en el sistemax = 1 + t, y = 2 + t, se
obtiene la ecuación cartesiana de esta curva, dada por la recta

y = x+ 1.

2. Identifica la curva−→r (s) = x(s) ı̂+ y(s) ̂ enR2, con

x(s) = 1− s
y(s) = 2− s, s ∈ R.

Eliminando el parámetros en el sistemax(s) = 1− s, y(s) = 2− s, se obtiene
la ecuación cartesianay = x + 1, de modo que se trata de la misma curva que
en ejemplo 1.

3. Identifica la curva−→r (θ) = x(θ) ı̂+ y(θ) ̂ enR2, con

x(θ) = r cos θ
y(θ) = r sen θ, 0 ≤ θ < 2π, r > 0 constante.

Aquí no es fácil eliminar el parámetroθ mediante métodos algebraicos. En lugar
de esto, conviene utilizar identidades trigonométricas, de la siguiente manera.

Tomando en cuenta quecos2 θ + sen2θ = 1, se tiene
�x
r

�2
+

�y
r

�2
= 1. Así, la

ecuación cartesiana de la curva en este caso corresponde a lacircunferencia

x2 + y2 = r2,

como se muestra en la figura. Ahí se ilustra cómo se van generando los puntos
de esta curva a medida que va cambiando el parámetroθ.

4. Identifica la curva−→r (θ) = x(θ) ı̂+ y(θ) ̂+ z(θ) k̂ enR3, con

x(θ) = cos θ
y(θ) = senθ
z(θ) = 3, 0 ≤ θ < 2π.

Para la curva−→r (θ) = cos θ ı̂ + senθ ̂ + 3 k̂, 0 ≤ θ < 2π, las primeras dos
componentes describen una circunferencia, mientras que latercera permanece
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constante (igual a3). Así, la curva correspondiente es una circunferencia que
está elevada 3 unidades en el eje vertical.

5. Identifica la curva−→r (θ) = cos θ ı̂+ senθ ̂+ θ k̂ enR3, con0 ≤ θ <∞.
Para esta curva, las primeras dos componentes describen unacircunferencia,
mientras que la tercera se incrementa continuamente de manera lineal. La curva
obtenida se conoce como hélice (espiral), como se ilustra enla figura.

6. Como una aplicación a economía, considera el problema de maximización de
la utilidadu(x1, x2) correspondiente a una canasta(x1, x2) de dos bienes, con
precios fijosp1 y p2. Si se dispone de un ingresoI, se tendrá una restricción
presupuestal dada porp1x1 + p2x2 = I. Esto nos lleva a un problema de
optimización restringida, de la forma

maximizar u(x1, x2)

sujeto a p1x1 + p2x2 = I.

Como veremos en el capítulo 5, el óptimo(x∗1, x
∗
2) de este problema ocurre en

el punto de tangencia de la recta presupuestalp1x1 + p2x2 = I con alguna
curva de indiferencia de la funciónu, lo que se conoce como la condición de
equimarginalidad.
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De esta manera, la canasta óptima depende del nivel de ingreso I, es decir,

(x∗1, x
∗
2) = (x

∗
1(I), x

∗
2(I)).

Aquí el ingresoI es un parámetro que al cambiar de valor hace que el punto
óptimo(x∗1(I), x

∗
2(I)) se mueva a lo largo de distintas curvas de indiferencia. La

trayectoria que sigue la canasta óptima como función del parámetroI se conoce
comocurva de ingreso-consumo o senda de expansión del consumo.

La curva de ingreso-consumo es la curva paramétrica−→r : R → R
2 que para

cada valor del ingresoI ∈ R+ le asigna una canasta óptima−→r ∈ R2, dada por

−→r (I) = x∗1(I) ı̂+ x∗2(I) ̂.

Como una curva paramétrica−→r (t) es función del parámetrot, tiene sentido
preguntarse sobre su razón de cambio o derivada,d−→r /dt, con respecto al parámetro
t. Para ello, primero necesitaríamos definir los conceptos delímite y continuidad,
cuya definición formal omitiremos aquí.

Definición.Sea−→r (t) una función vectorial, con−→r : S ⊂ R→ R
n. Laderivada

de−→r (t) con respecto at es la función vectoriald−→r /dt dada por

d−→r (t)
dt

= ĺım
∆t→0

−→r (t+∆t)−−→r (t)
∆t

,

cuando este límite existe.

Como se ilustra en la siguiente figura, de esta definición se sigue que el vector
d−→r /dt es unvector tangentea la curva−→r (t), para cadat.
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Observa que el vector tangented−→r /dt no necesariamente es perpendicular a la
curva−→r (t) en cada valor del parámetrot.

El cálculo de la derivadad−→r /dt es muy sencillo. Por ejemplo, para una función
vectorial−→r (t) = f(t) ı̂+ g(t) ̂+ h(t) k̂ enR3, se tiene

d−→r (t)
dt

= ĺım
∆t→0

−→r (t+∆t)−−→r (t)
∆t

= ĺım
∆t→0

�
f(t+∆t) ı̂ + g(t+∆t) ̂+ h(t+∆t) k̂

�
−

�
f(t) ı̂+ g(t) ̂+ h(t) k̂

�

∆t

= ĺım
∆t→0

f(t+∆t)− f(t)
∆t

ı̂+ ĺım
∆t→0

g(t+∆t)− g(t)
∆t

̂+ ĺım
∆t→0

h(t+∆t)− h(t)
∆t

k̂

=
df(t)

dt
ı̂+
dg(t)

dt
̂+

dh(t)

dt
k̂,

siempre y cuandof, g y h sean todas funciones diferenciables det.

Teorema.Sea−→r (t) = f1(t)�e1 + f2(t)�e2 + . . . + fn(t)�en una función vectorial
enRn, con(f1, f2, . . . , fn) : R→ R derivables y�e1, . . . �en la base canónica enRn.
La derivadade−→r (t) con respecto at es la función vectoriald−→r /dt dada por

d−→r (t)
dt

=
df1(t)

dt
�e1 +

df2(t)

dt
�e2 + . . .+

dfn(t)

dt
�en.

Ejemplos:

1. Encuentra la derivada de−→r (t) =
�
te−3(t−1)

�
ı̂+ (t ln t) ̂, t > 0, ent = 1.

Para cadat > 0 la derivadad−→r (t)/dt es la función vectorial

d−→r (t)
dt

= (1− 3t) e−3(t−1) ı̂+ (1 + ln t) ̂.

Así, ent = 1 se tiene
d−→r (t)
dt

����
t=1

= −2 ı̂+ ̂.

2. Encuentra un vector tangente a la circunferencia−→r (θ) = cos θ ı̂+ senθ ̂ en el
punto correspondiente aθ = 0. Ilustra con una figura.

Por una parte, el punto correspondiente aθ = 0 es

�r(0) = ı̂.
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1.2 Curvas paramétricas. Vector tangente a una curva paramétrica

Por otra parte, la derivadad−→r (θ)/dθ es la función vectorial

d−→r (θ)
dθ

= −senθ ı̂+ cos θ ̂,
que enθ = 0 es el vector

d−→r (θ)
dθ

����
θ=0

= ̂.

Por lo tanto, el vector tangente a la curva−→r (θ) en el punto−→r (0) = ı̂ es−→r ′(0) = ̂, como se ilustra en la figura.

Reglas de diferenciación de curvas paramétricas

Sean−→u : R → R
n,−→v : R → R

n y α : R → R funciones diferenciables det.
Seank ∈ R y−→c ∈ Rn constantes. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1.
d−→c
dt

=
−→
0

2.
d [k−→u (t)]
dt

= k
d−→u (t)
dt

3.
d [−→u (t) +−→v (t)]

dt
=
d−→u (t)
dt

+
d−→v (t)
dt

4.
d [α(t)−→u (t)]

dt
= α(t)

d−→u (t)
dt

+
dα(t)

dt
−→u (t)

5.
d [−→u (t) · −→v (t)]

dt
= −→u (t) · d

−→v (t)
dt

+
d−→u (t)
dt

· −→v (t)

Como una consecuencia de la regla 5 se sigue que si−→r (t) es una función
vectorial con norma constante,||−→r (t)|| = c (c constante), entonces

−→r · d
−→r
dt

= 0.
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Demostración:

Sea−→r (t) una función vectorial tal que||−→r (t)|| = c, conc un real no negativo.
Por lo tanto,

||−→r (t)||2 = c2
−→r (t) · −→r (t) = c2

d [−→r (t) · −→r (t)]
dt

= 0

−→r (t) · d
−→r (t)
dt

+−→r (t) · d
−→r (t)
dt

= 0

2−→r (t) · d
−→r (t)
dt

= 0

−→r (t) · d
−→r (t)
dt

= 0.

En otras palabras, si la trayectoria−→r (t) tiene norma constante, el vector de
posición−→r es ortogonal al vector tangented−→r /dt, para cadat.

Así, por ejemplo, para el caso de una trayectoria circular

−→r (t) = (cos t) ı̂+ (sent) ̂,

que siempre presenta norma constante

||−→r (t)|| =
√
cos2 t+ sen2t = 1,

se tiene

−→r (t) · d
−→r (t)
dt

= (cos t ı̂+ sent ̂) · (−sent ı̂+ cos t ̂)
= −sent cos t+ sent cos t = 0.
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1.3 Rectas en el espacio. Segmento de recta

Estamos acostumbrados a escribir la ecuación de la recta como y = mx + b,
dondem representa la pendiente o dirección de la recta yb su ordenada al origen.
Sin embargo, esta forma para la ecuación de la recta sóloes válida para rectas
en el planoR2. En el caso general de rectas enRn su ecuación ya no puede
expresarse en términos de una sola pendiente, sino que es necesario tomar en
cuenta la orientación de la recta en relación con cada uno de losn diferentes ejes
coordenados (cosenos directores). Una manera sencilla de introducir la orientación
es utilizando vectores, lo que nos llevará a una representación paramétrica para la
recta, como se expone a continuación.

Para encontrar la ecuación de una rectaL en el espacio generalRn basta con
proporcionar algún punto conocidoP0 de la recta y un vector−→v que sea paralelo
al conjunto de puntosP de la recta.

La rectaL es el lugar geométrico de todos los puntosP enRn tales que
−−→
P0P es

paralelo al vector de dirección−→v ∈ Rn, es decir,

−−→
P0P �−→v .

Esto que implica que ambos vectores son múltiplos entre sí, de modo que existe
algún escalart ∈ R, tal que −−→

P0P = t
−→v .

Esta última ecuación puede expresarse de manera alternativa, introduciendo un
origen de coordenadas,O, a partir del cual los puntosP0 y P están localizados por
los vectores de posición

−→x 0 =
−−→
OP0 y −→x = −→OP.
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De esta manera, se tiene −−→
P0P =

−→x −−→x 0,
de modo que la ecuación de la recta se convierte en

−→x −−→x 0 = t−→v ,
o, equivalentemente, −→x = −→x 0 + t−→v .

Definición. La ecuación vectorial paramétrica de la rectaenRn que contiene
al punto−→x 0 ∈ Rn y es paralela al vector no nulo−→v ∈ Rn es

−→x = −→x 0 + t−→v ,
donde−→x ∈ Rn y t ∈ R.

La ecuación vectorial paramétrica de una recta también puede escribirse en
términos de sus componentes escalares. En el caso particular de una recta enR3, si
−→v = aı̂ + b̂ + ck̂ denota el vector de dirección,−→x 0 = x0ı̂ + y0̂ + z0k̂ el punto
conocido y−→x = xı̂ + y̂ + zk̂ el punto libre de la recta, la ecuación vectorial−→x = −→x 0 + t−→v se convierte en

xı̂+y̂+zk̂ = (x0ı̂+y0̂+z0k̂)+t( aı̂+b̂+ck̂) = (x0 + at) ı̂+(y0 + bt) ̂+(z0 + ct) k̂.

Igualando término a término ambos lados de la ecuación se obtienen tres
ecuaciones escalares, conocidas como lasecuaciones paramétricasde la recta.

Definición. Las ecuaciones escalares paramétricasde la recta enR3 que
contiene al puntoP0(x0, y0, z0) y es paralela al vector no nulo−→v = aı̂ + b̂ + ck̂
son

x = x0 + at, y = y0 + bt, z = z0 + ct, t ∈ R.

Similarmente, las ecuaciones escalares de una recta enR
2 son

x = x0 + at, y = y0 + bt, t ∈ R.

Ejemplos:

1. Escribe la ecuación vectorial paramétrica de la recta enR
2 que contiene al punto−→x 0 = ı̂ + 2̂ y es paralela al vector−→v = ı̂ + ̂. Luego escribe las ecuaciones

escalares paramétricas de esta recta.

La ecuación vectorial es−→x = −→x 0 + t−→v = (̂ı+ 2̂) + t (̂ı+ ̂), esto es

−→x = (̂ı+ 2̂) + t (̂ı + ̂) , t ∈ R.
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1.3 Rectas en el espacio. Segmento de recta

Las ecuaciones escalares son

x = 1 + t, y = 2 + t, t ∈ R.
Observa que ésta es la misma recta que la del ejemplo 1 de la sección 1.2.

2. Halla las ecuaciones escalares paramétricas de la recta enR3 con la información
dada:

a) Contiene al puntoP (1,−2, 7) y es paralela al vector−→v = 5ı̂+ 3̂− k̂.
En este caso, se tiene simplemente

x = 1 + 5t, y = −2 + 3t, z = 7− t, t ∈ R.
b) Contiene al origen y es paralela al vector−→v = 4ı̂− 3̂.

Como el origen es el puntoO(0, 0, 0), por lo tanto las ecuaciones son

x = 4t, y = −3t, z = 0, t ∈ R.
c) Contiene al puntoQ(1, 2, 3) y es paralela al ejey.

Podemos tomar−→v = ̂ (o cualquier múltiplo de éste), de modo que

x = 1, y = 2 + t, z = 3, t ∈ R.
3. Encuentra las ecuaciones escalares paramétricas de la recta que contiene los

puntosA(−2, 1, 4) y B(−1, 0, 3). Asimismo, proporciona algunos otros puntos
contenidos en esta recta.

Podemos tomar, por ejemplo,−→v = −→AB = ı̂− ̂− k̂, y el punto conocido puede
ser tantoA comoB. Así, cualquiera de las siguientes respuestas es válida

x = −2 + t, y = 1− t, z = 4− t, t ∈ R,
x = −1 + t, y = −t, z = 3− t, t ∈ R.

Por otra parte, para obtener cualquiera de los puntos de estarecta basta con
asignar valores arbitrarios al parámetrot. Así, por ejemplo, si en la primer
respuesta tomamost = 2 obtenemos el puntoP1(0,−1, 2), o bien, si tomamos
t = −1 generamos el puntoP2(−3, 2, 5), etc. Nota que el puntoA se obtiene
cuandot = 0, y el puntoB, cuandot = 1.

4. Encuentra las ecuaciones escalares paramétricas de la recta tangente a la curva−→r (α) = α ı̂+ α2 ̂ enR2, α ∈ R, en el punto conα = 1.

Primero notamos que un punto conocido−→x 0 de la recta tangente es,
precisamente, su punto de tangencia con la curva−→r (α) enα = 1, es decir,

−→x 0 = −→r (1) = (1, 1).

39



Capítulo 1 El EspacioRn

Por otra parte, sabemos que un vector tangente a la curva−→r (α) es
d−→r (α)/dα = ı̂ + 2α ̂, para cadaα ∈ R. Así, la dirección−→v de la recta
tangente a la curva enα = 1 puede tomarse como

−→v = d−→r (α)
dα

����
α=1

= (1, 2).

Así, las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a−→r (α) enα = 1 son

x = 1 + t

y = 1 + 2t, t ∈ R.

La siguiente figura muestra la curva−→r (α) y su recta tangenteL enα = 1. En
este ejemplo, la curva paramétrica es la parábolay = x2, como se deduce a
partir dex = α y y = α2.

5. Encuentra las ecuaciones paramétricas de los ejes de coordenadas enR3.

Como lo muestra la figura, una posible representación para las ecuaciones
paramétricas de los ejes coordenados está dada por:

i) Eje x: O(0, 0, 0), �v = ı̂

x = t, y = 0, z = 0, t ∈ R.

ii) Eje y: O(0, 0, 0), �v = ̂

x = 0, y = t, z = 0, t ∈ R.

iii) Eje z: O(0, 0, 0), �v = k̂

x = 0, y = 0, z = t, t ∈ R.
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Por último, como sucede con cualquier representación paramétrica, las
ecuaciones paramétricas de la recta no admiten una única representación. Esto se
debe a que cualquier punto de la recta puede seleccionarse como el punto conocido
P0, y que cualquier múltiplo del vector de dirección−→v es también paralelo a la
recta. Así, por ejemplo, la recta representada por las ecuaciones

x = 1 + t
y = 1− t, t ∈ R,

es la misma que la descrita por cualquiera de las siguientes ecuaciones:

x = 2 + s
y = −s, s ∈ R,

x = u
y = 2− u, u ∈ R,

x = 1− 3w
y = 1 + 3w, w ∈ R.

Una forma alternativa de la ecuación de la recta, válida en general para rectas
enRn, es la llamadaforma simétrica, que se discute a continuación para el caso
de rectas enR3. Para obtener la forma simétrica de la ecuación de la recta, se
despeja el parámetrot en cada una de las tres ecuacionesx = x0 + at, y = y0 + bt,
z = z0 + ct, es decir,

t =
x− x0
a

, t =
y − y0
b

t =
z − z0
c
,

y luego se igualan entre sí (claro está, suponiendo quea �= 0, b �= 0 y c �= 0), como
se define a continuación.

Definición. La forma simétrica de la ecuación de la recta enR3 que contiene
al puntoP0(x0, y0, z0) y es paralela al vector−→v = aı̂+ b̂+ ck̂, cona �= 0, b �= 0 y
c �= 0, es

x− x0
a

=
y − y0
b

=
z − z0
c
.
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Por ejemplo, la forma simétrica de las ecuaciones

x = 1 + 3t, y = 4t, z = −5− 2t, t ∈ R,
está dada por

x− 1
3

=
y

4
=
z + 5

−2 .
Nota que esta última no es una ecuación, sino más bien son tresecuaciones, a
saber,

x− 1
3

=
y

4
,
y

4
=
z + 5

−2 y
x− 1
3

=
z + 5

−2 .

Cuando alguna de las componentes del vector−→v es igual a cero, es posible aún
contar con una forma simétrica para la ecuación de la recta correspondiente, de la
siguiente manera:

caso: forma simétrica:

a = 0
y − y0
b

=
z − z0
c

, x = x0

b = 0
x− x0
a

=
z − z0
c

, y = y0

c = 0
x− x0
a

=
y − y0
b

, z = z0

Vale la pena señalar que en el caso particular de rectas enR
2 la correspondiente

forma simétrica,
x− x0
a

=
y − y0
b
,

puede reescribirse como

y =
b

a
(x− x0) + y0,

que es precisamente la ecuación punto-pendiente de la recta(m = b/a), con la que
seguramente estás familiarizado. No olvides, sin embargo,que este resultado sólo
es válido para rectas enR2. Así, por ejemplo, para la recta

x = 1 + 3t

y = −2− 5t, t ∈ R,
cuya ecuación en su forma simétrica es

x− 1
3

=
y + 2

−5 ,

se obtiene la ecuación cartesiana

y = −5
3
x− 1

3
.
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Segmento de recta

Hemos visto ya que las ecuaciones paramétricas de una recta en el espacio
contienen un parámetro libre,t ∈ R. Cada vez quet toma un valor diferente en los
reales, se genera un nuevo punto a lo largo de la recta infinita. Sin embargo, si en
lugar de tener la condiciónt ∈ R, el parámetrot se limitara a tomar valores dentro
de un intervalot1 ≤ t ≤ t2 en los reales, entonces éste ya no generaría todos los
puntos de la recta infinita, sino tan sólo un segmento de la recta.

Definición. Dada la rectaL enRn que contiene al punto−→x 0 ∈ Rn y es paralela
al vector no nulo−→v ∈ Rn, la ecuación

−→x = −→x 0 + t−→v , t1 ≤ t ≤ t2,
cont1 y t2 fijos, determina unsegmento de la rectaL.

Ejemplo:

Halla la ecuación del segmento de la recta que une los puntosP (−3, 2,−3) y
Q(1,−1, 4).

Lo más sencillo es definir el vector de dirección−→v como
−→v = −→PQ = 4ı̂− 3̂+ 7k̂.

De esta manera, el segmento de recta que une aP y Q queda descrito por

x = −3 + 4t, y = 2− 3t, z = −3 + 7t, 0 ≤ t ≤ 1.
En efecto, cuandot = 0 se obtiene el puntoP , cuandot = 1 se obtiene el puntoQ
y para0 < t < 1 se generan todos los puntos intermedios entreP y Q.

1.4 Planos e hiperplanos

Se trata de encontrar la ecuación del planoπ en el espacioR3 que contiene a un
punto conocidoP0 y es perpendicular a un vector normal no nulo,−→n . En ese caso,
π es el conjunto de puntosP para los cuales se cumple que

−−→
P0P ⊥ −→n .
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En otras palabras,
−→n · −−→P0P = 0.

Introduciendo un origen de coordenadas,O, se puede definir los vectores−→x = −→OP
y−→x 0 =

−−→
OP0, de modo que

−−→
P0P =

−→x −−→x 0. Así, la condición anterior se convierte
en −→n · (−→x −−→x 0) = 0.

Definición. La ecuación del planoque contiene al punto−→x 0 ∈ R3 y es
perpendicular al vector no nulo−→n ∈ R3 es

−→n · (−→x −−→x 0) = 0.

La forma−→n · (−→x −−→x 0) = 0 para la ecuación del plano puede reescribirse en
términos más simples si se conocen las componentes de los vectores−→n y −→x 0. En
efecto, si se sabe que−→n = aı̂+ b̂+ ck̂,−→x 0 = x0ı̂+y0̂+ z0k̂ y−→x = xı̂+y̂+ zk̂,
entonces −→x −−→x 0 = (x− x0)̂ı+ (y − y0)̂+ (z − z0)k̂.
De esta manera, la ecuación del plano está dada por

−→n · (−→x −−→x 0) =
�
aı̂+ b̂+ ck̂

�
·
�
(x− x0)̂ı + (y − y0)̂+ (z − z0)k̂

�

= a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0.

Definición. La ecuación cartesiana del planoenR3 que contiene al punto
P0(x0, y0, z0) y es perpendicular al vector no nulo−→n = aı̂+ b̂+ ck̂ es

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0.
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Por ejemplo, la ecuación del plano que contiene al puntoP (1, 0,−3) y es
perpendicular al vector−→n = 5ı̂ + ̂− 2k̂ se obtiene de

(5)(x− 1) + (1)(y − 0) + (−2)(z − (−3)) = 0.
Llevando a cabo las operaciones algebraicas correspondientes, esta ecuación se
reduce a

5x+ y − 2z = 11.

De acuerdo con el resultado anterior, la ecuación de un planoenR3 siempre
puede llevarse a la forma general

ax+ by + cz = d,

dondea, b y c son las componentes del vector normal al plano, yd = ax0+by0+cz0
es una constante.

Ejemplos:

1. Proporciona tres puntos contenidos en el plano3x+ 2y + 4z = 12 enR3.

Los puntos se obtienen simplemente al encontrar tres valores x, y y z que
satisfagan la ecuación3x + 2y + 4z = 12. Por ejemplo, están los puntos
P1(2, 3, 0), P2(0, 0, 3) y P3(0,−2, 4).

2. Encuentra la ecuación cartesiana del plano que contiene alos puntosA(1, 1, 1),
B(2, 1, 3) y C(3, 2, 1).

El vector normal−→n es perpendicular a cualesquiera dos vectores no paralelos en
el plano. Por ejemplo, si se consideran los vectores

−→
AB = ı̂+2k̂ y

−→
AC = 2ı̂+ ̂,

y se define−→n = xı̂+ y̂+ zk̂, se tiene

−→
AB · −→n = (1, 0, 2) · (x, y, z) = 0−→
AC · −→n = (2, 1, 0) · (x, y, z) = 0
es decir,
x+ 2z = 0
2x+ y = 0.

Tomando, por ejemplo,z = 1, obtenemos
x = −2, y = 4, z = 1.
De esta manera,
−→n = −2ı̂+ 4̂+ k̂, o algún múltiplo de éste.
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El punto conocidoP0(x0, y0, z0) puede ser cualquiera de los tres puntos dados.
Por ejemplo, si se considera el puntoA(1, 1, 1) se llega a que la ecuación
cartesiana del plano es

(−2) (x− 1) + (4) (y − 1) + (1)(z − 1) = 0,
o bien,

−2x+ 4y + z = 3.
Nota que el resultado es independiente de la selección del punto, o si tomaste
cualquier otro múltiplo del vector normal−→n .

3. Encuentra la ecuación cartesiana del plano que contiene al puntoP0(2, 3, 1) y a
la rectaL : x = 1 + t, y = 1− t, z = t, t ∈ R.
Primero notamos que el puntoP0(2, 3, 1) no está contenido en la recta. Si lo
estuviera, existiría una infinidad de planos que la contendrían. El vector normal−→n al plano es un vector perpendicular a cualesquiera dos vectores−→v 1 y −→v 2
en el plano. Así, por ejemplo, podemos escoger−→v 1 =

−−→
P0P = −ı̂ − 2̂ − k̂ y

−→v 2 = ı̂− ̂ + k̂ (vector de dirección de la recta), como se muestra en la figura.
Definiendo−→n = xı̂+ y̂+ zk̂, se tiene

−→v 1 · −→n = (−1,−2,−1) · (x, y, z) = 0−→v 2 · −→n = (1,−1, 1) · (x, y, z) = 0
es decir,
−x− 2y − z = 0
x− y + z = 0.
Tomando, por ejemplo,z = 1, obtenemos
x = −1, y = 0, z = 1.
De esta manera,
−→n = −ı̂+ k̂, o algún múltiplo de éste.

Por tanto, la ecuación cartesiana del plano es

(−1)(x− 1) + (0) (y − 1) + (1)(z − 0) = 0,
o bien,

x− z = 1.
4. Encuentra la ecuación cartesiana del plano que contiene al puntoP (1, 2, 3) y es

paralelo al plano5x− 3y + 2z = 11.
Como lo muestra la figura, si un planoπ1, con vector normal−→n 1, es paralelo
a otro planoπ2, con vector normal−→n 2, entonces los vectores−→n 1 y −→n 2 son
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también paralelosentre sí.

De este modo, el vector normal−→n al plano que buscamos puede escogerse
simplemente como−→n = 5ı̂ − 3̂ + 2k̂, que es el vector normal al plano
5x− 3y + 2z = 11. Así, la ecuación del plano es

(5)(x− 1) + (−3) (y − 2) + (2)(z − 3) = 0,
o bien,

5x− 3y + 2z = 5.
5. Encuentra la ecuación cartesiana del plano que contiene al puntoP (1, 1, 1) y es

normal a la recta
x− 1
2

= y + 1 = − z
2
.

Como lo muestra la figura, si un planoπ con vector normal−→n es perpendicular
a una rectaL con vector de dirección−→v , entonces los vectores−→n y −→v son
paralelosentre sí.

De este modo, el vector normal−→n al plano que buscamos puede escogerse
simplemente como−→n = 2ı̂ + ̂− 2k̂, que es el vector de dirección de la recta
x− 1
2

= y + 1 = − z
2

. Así, la ecuación del plano es

(2)(x− 1) + (1) (y − 1) + (−2)(z − 1) = 0,
o bien,

2x+ y − 2z = 1.
6. Un lindo ejemplo de planos en economía es el de una restricción presupuestal,

de la forma

p1q1 + p2q2 + p3q3 = I, (p1, p2, p3, I constantes)
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que representa un plano en el espacio de cantidadesq1q2q3, con vector normal
dado por el vector de precios−→p = (p1, p2, p3).

7. Otro ejemplo bonito es el de la ecuación de costo lineal

C = wL+ rK,

para cada nivel de trabajoL y de capitalK, con precios unitarios dados por el
salariow y la tasa de interésr, respectivamente. Nota que la ecuación para el
costo presenta la forma

wL+ rK − C = 0,
que representa un plano en el espacioLKC, con vector normal−→n = (w, r,−1).

Por lo general, la gráfica de un plano de la formaax + by + cz = d enR3

se construye a partir de las intersecciones de éste con los ejes coordenados. Por
ejemplo, la siguiente figura muestra la gráfica del plano3x+ 2y + 4z = 12.

Una gráfica como la anterior presupone que los coeficientesa, b, c y d en la
ecuaciónax+ by+ cz = d son todos diferentes de cero. A continuación se muestra
la gráfica de algunos casos especiales, en donde uno o varios de los coeficientes
a, b o c pueda ser igual a cero.
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c = 0 ⇒ ax+ by = d
(z libre)

b = 0 ⇒ ax+ cz = d
(y libre)

a = 0 ⇒ by + cz = d
(x libre)

a = b = 0 ⇒ cz = d
(x, y libres)

a = c = 0 ⇒ by = d
(x, z libres)
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b = c = 0 ⇒ ax = d
(y, z libres)

Ejemplos:

1. Dibuja los siguientes planos enR3:
a)2x+ 3y = 6

b) x+ z = 1

c) z = 4

d) y = 3
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2. Encuentra las ecuaciones de los planos coordenados enR
3.

En cada caso, podemos tomar como punto conocido el origen0(0, 0, 0), y como
vector normal alguno de los vectores base, obteniendo

vector normal ecuación del plano:
planoxy �n = k̂ z = 0
planoyz �n = ı̂ x = 0
planoxz �n = ̂ y = 0

Ecuación vectorial paramétrica del plano

Además de la representación cartesiana que ya vimos, la ecuación del
plano también admite una representación paramétrica, que presentaremos muy
brevemente.

Definición. La ecuación vectorial paramétrica del planoque contiene al punto−→x 0 y a los vectores no nulos−→u y −→v que no son paralelos es

−→x = −→x 0 + t−→u + s−→v ,
dondes, t ∈ (−∞,∞).
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Para pasar de la ecuación cartesiana del plano a su ecuación paramétrica, se
parametrizan dos de las tres variables,x, y o z, como se muestra a continuación.

Ejemplo:

Encuentra la ecuación paramétrica del planox+ 2y − z = 3 enR3.

Simplemente podemos proponer la parametrizacióny = t y z = s, de modo que

x = 3− 2t+ s
y = t
z = s, t, s ∈ R.

Estas ecuaciones pueden expresarse en forma vectorial como


x
y
z


 =



3
0
0


+ t



−2
1
0


+ s



1
0
1


 , t, s ∈ R,

que es de la forma−→x = −→x 0+ t−→u + s−→v , con−→x 0 = 3ı̂,−→u = −2ı̂+ ̂ y−→v = ı̂+ k̂.
Es fácil demostrar que los vectores−→u y −→v son perpendiculares al vector normal
−→n = ı̂ + 2̂− k̂ del planox+ 2y − z = 3.

Hiperplanos

La forma−→n · (−→x −−→x 0) = 0 para la ecuación del plano no se limita al espacio
tridimensionalR3, sino que es válida para espaciosRm de dimensión mayor
(m > 3). En este caso, al plano se le denominahiperplano.

Definición. La ecuación del hiperpanoque contiene al punto−→x 0 ∈ Rm y es
perpendicular al vector no nulo−→n ∈ Rm es

−→n · (−→x −−→x 0) = 0.

En particular, siP0(x01, x
0
2, . . . , x

0
m) y −→n = (a1, a2, . . . , am), la ecuación

cartesiana del hiperplano es

a1(x1 − x01) + a2(x2 − x02) + · · ·+ an(xm − x0m) = 0.
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Ejemplos:

1. La ecuación del hiperplano enR4 que contiene al puntoP0(1,−2, 0, 3) y es
normal al vector−→n = (5, 2, 3,−1) está dada por

5(x1 − 1) + 2(x2 − (−2)) + 3(x3 − 0)− (x4 − 3) = 0,
es decir,

5x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = −2.
2. Un ejemplo en economía está dado por el hiperplano presupuestal,

p1x1 + p2x2 + · · ·+ pnxn = I,
o bien −→p · −→x = I,
cuyo vector normal es el vector de precios,−→p = (p1, p2, . . . , pn).

1.5 Conjuntos abiertos, cerrados, acotados, compactos, convexos

Aquí presentaremos algunas nociones básicas de topología,necesarias para
comprender el significado de los teoremas y conceptos que veremos más adelante
en el curso, particularmente en el tema de optimización de funciones en varias
variables.

Definición. Dado un punto−→x 0 ∈ Rn y un número realδ > 0 la vecindad
Vδ(
−→x 0) con centro en−→x 0 y radioδ es el conjunto de todos los puntos−→x ∈ Rn

cuya distancia a−→x 0 es menor queδ, es decir,

Vδ(
−→x 0) = { −→x ∈ Rn | ||−→x −−→x 0|| < δ } .

Ejemplos:

1. Una vecindad enR es el conjuntoVδ(x0) = { x ∈ R | | x− x0| < δ }, que
representa un intervalo abierto en los reales, con radioδ y centro enx0.

| x− x0| < δ
∴ −δ < x− x0 < δ
∴ x0 − δ < x < x0 + δ
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2. Una vecindad enR2 es el conjuntoVδ(
−→x 0) = { −→x ∈ R2 | ||−→x −−→x 0|| < δ },

que representa los puntos dentro de un círculo de radioδ y centro en−→x 0.

||−→x −−→x 0|| < δ
∴
�
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ

∴ (x− x0)2 + (y − y0)2 < δ2

3. Una vecindad enR3 es el conjuntoVδ(
−→x 0) = { −→x ∈ R3 | ||−→x −−→x 0|| < δ },

que representa los puntos dentro de una esfera de radioδ y centro en−→x 0.

||−→x −−→x 0|| < δ
∴
�
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 < δ

∴ (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 < δ2

Con base en los ejemplos anteriores, es claro por qué a una vecindad también se
le llamabola abierta.

Definición. SeaA ⊂ Rn y sea−→x 0 ∈ Rn . Decimos que:

a)−→x 0 es unpunto interiordeA si existe un númeroδ > 0 tal que la vecindad
Vδ(
−→x 0) está totalmente contenida enA.
b)−→x 0 es unpunto exteriordeA si existe un númeroδ > 0 tal que la vecindad

Vδ(
−→x 0) no contiene puntos deA.
c)−→x 0 es unpunto fronteradeA si para todo númeroδ > 0 la vecindadVδ(

−→x 0)
contiene puntos deA y puntos fuera deA. Los puntos frontera deA pueden, o no,
pertenecer aA.
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Por ejemplo, siA = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1 } , entonces el conjunto de
puntos interiores (PI), puntos exteriores (PE) y puntos frontera (PF) deA son los
conjuntos:

PI = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1 }
PE = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > 1 }
PF = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1 }

Nota que los conjuntosPI, PE y PF anteriores se mantienen igual si en lugar
deA se considera el conjuntoB = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1 } .

Ejemplos:

1. A = R2+ = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0 y y ≥ 0 }.
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2. A = R2++ = {(x, y) ∈ R2 | x > 0 y y > 0 }.

3. A = {(x, y) ∈ R2 | xy = 0 }.

4. A = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x < 5 y 1 ≤ y < 3 }.
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5. A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > 1 }.

6. A = {x ∈ R | a < x ≤ b } .

7. A = {(x, y) ∈ R2 | a < x ≤ b } .

8. A = {(x, y) ∈ R2 | a < x ≤ b, y = 0 }.
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Definición. SeaA ⊂ R
n. Se dice queA es unconjunto abiertosi A está

formado exclusivamente por puntos interiores, es decir, sipara todo−→x ∈ A existe
Vδ(
−→x ) tal queVδ(

−→x ) ⊂ A.

En otras palabras, se dice queA es un conjunto abierto cuando ningunode sus
puntos frontera pertenece aA.

Ejemplos:

1. A = {x ∈ R | 1 < x < 2 } es abierto: sus puntos frontera sonx = 1 y x = 2, y
ninguno de estos pertenece aA.

2. A = { (x, y) ∈ R2 | 1 < x < 2 } es abierto: sus puntos frontera son todos
aquellos sobre las rectasx = 1 y x = 2, y ninguno de estos pertenece aA.

3. A = { (x, y) ∈ R2 | 1 < x < 2, y = 0 } no es abierto: todos los puntos deA
son puntos frontera.
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4. A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1 } ∪ {(2, 2)} no es abierto:A contiene un punto
frontera, que es el punto(2, 2).

Teorema.a) La unión de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. b) La
intersección finitade conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

En relación con el inciso b) de este último teorema es importante entender por
qué se requiere que la intersección sea finita, y no infinita, para garantizar que el
conjunto resultante de la unión sea un conjunto abierto. Para ello, considera como
ejemplo el conjunto de intervalosIn definidos por

In =

	
−1
n
,
1

n



,

para todon ∈ N . Es claro que cadaIn es un conjunto abierto; sin embargo la
intersección de todos los conjuntosIn es el conjunto

∩
n∈N

In = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In = {0} ,

que no es un conjunto abierto (el único elemento del conjuntoes 0, que es un punto
frontera).

Definición. SeaA ⊂ Rn. Se dice queA es unconjunto cerradosi para todo
punto que no pertenece aA es posible encontrar una vecindad que no contenga
puntos deA.
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Teorema. Un conjunto es cerrado si y sólo si contiene a todossus puntos
frontera.

Ejemplos:

1. A = {x ∈ R | 1 ≤ x ≤ 2 } es cerrado: sus puntos frontera sonx = 1 y x = 2,
y ambos pertenecen aA.

2. A = { (x, y) ∈ R2 |(x− 2)2 + (y − 2)2 ≤ 1 } es cerrado: sus puntos frontera
son todos los puntos de la circunferencia, que pertenecen aA.

3. A = { (x, y) ∈ R2 |(x− 2)2 + (y − 2)2 = 1 } es cerrado: todos sus puntos son
frontera.

4. A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1 } ∪ {(2, 2)} es cerrado:A contiene toda su
frontera, que consiste en los puntos de la circunferencia, junto con el punto
(2, 2).
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5. A = R2+ = {(x, y) ∈ R2 | x, y ≥ 0 } es cerrado:A contiene a toda su frontera,
que son los ejes coordenados, en su parte no negativa.

6. A = {x ∈ R | x ≥ 2 } es cerrado:A contiene a toda su frontera, que es el punto
x = 2.

No necesariamente un conjunto debe ser abierto o cerrado. Exis-
ten conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados, como es el caso de
A = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x < 5 y 1 ≤ y < 3 }, ya que éste contiene al-
gunos de sus puntos frontera (de modo que no es abierto), perono los contiene a
todos ellos (de modo que no es cerrado).

Teorema.Un conjunto es cerrado si y sólo si su complemento es abierto.

A partir de este teorema se puede demostrar que existen dos (ysólo dos)
conjuntos que son abiertos y cerrados a la vez, que son el conjuntoRn y el conjunto
vacío,∅. Para ello, nota primero queRn es el complemento de∅, y viceversa. El
argumento es el siguiente. Por una parte,R

n es abierto, ya que no contiene puntos
frontera. En consecuencia,∅ es cerrado. Por otra parte,∅ es abierto, ya que no
contiene puntos frontera (de hecho, no contiene ningún punto). En consecuencia,
R

n es cerrado.
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Teorema.a) La intersección de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
b) La unión finitade conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

De acuerdo con el inciso b) de este teorema, sólo se puede asegurar que la unión
de cerrados es un conjunto cerrado cuando el número de estos conjuntos es finito.
El siguiente ejemplo ilustra cómo la unión infinita de conjunto cerrados puede
resultar en un conjunto abierto. Considera el conjunto de intervalosIn definidos
por

In = [−n, n],
para todon ∈ N . Es claro que cadaIn es un conjunto cerrado. La unión de todos
ellos es el conjunto

∪
n∈N
In = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ In = R,

que es un conjunto abierto (el conjunto de los reales no contiene puntos frontera).

Definición. Un conjuntoA ⊂ Rn es unconjunto acotadosi existe una vecindad
con centro en el origen que contiene totalmente aA, es decir, si existeδ > 0 tal que
A ⊂ Vδ(�0).

En otras palabras, un conjunto es acotado si no contiene puntos arbitrariamente
alejados del origen.

Ejemplos:

1. A = {(x, y) ∈ R2 | 1 < x < 2 , 1 < y < 2 } es acotado: cualquier vecindad
Vδ(�0) de radioδ >

√
8 contiene totalmente los puntos deA.
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2. A = {x ∈ R | 1 < x ≤ 2 } es acotado: cualquier vecindadVδ(0) de radioδ > 2
contiene totalmente los puntos deA.

3. A = R2+ = { (x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ 0 } no es un conjunto acotado, pero sí es
cerrado.

Los ejemplos anteriores muestran que un conjunto puede, o no, ser acotado,
independientemente de si es abierto, cerrado o ninguno de estos.

Definición. Un conjuntoA ⊂ Rn es unconjunto compactosi A es cerrado y
acotado.

Ejemplos:

1. A = {x ∈ R | 1 ≤ x ≤ 2 } es compacto, ya que es cerrado y acotado.

2. A = {x ∈ R | 1 < x ≤ 2 } no es compacto, ya que es acotado, pero no cerrado.
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3. A = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x ≤ 2 , 1 ≤ y ≤ 2 } es compacto, ya que es cerrado y
acotado.

4. A = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x ≤ 2 } no es compacto, ya que es cerrado, pero no
acotado (la variabley es libre).

Definición. Un conjuntoA ⊂ Rn es unconjunto convexosi para cualquier par
de puntos−→x 1,−→x 2 ∈ A el segmento de recta que los une también está enA, es
decir, si

t−→x 1 + (1− t)−→x 2 ∈ A,
para todo0 ≤ t ≤ 1.

En esta definición, nota que la expresión

t−→x 1 + (1− t)−→x 2 = −→x 2 + t(−→x 1 −−→x 2),
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conocida comocombinación convexa, es la ecuación paramétrica de la recta que
contiene al punto−→x 2 y está en la dirección−→x 1 − −→x 2; al limitar el dominio det,
entre0 y 1, se obtiene el segmento de recta entre los puntos−→x 1 y −→x 2.

Ejemplos:

1. A = {x ∈ R | 1 ≤ x ≤ 2 } es convexo.

2. A = {x ∈ R | 1 < x ≤ 2 } es convexo.

3. A = {x ∈ R | 1 ≤ x ≤ 2 } ∪ {x ∈ R | 3 ≤ x ≤ 4 } no es convexo.

4. A = {(x, y) ∈ R2 | x+ y = 1} es convexo.
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5. A = {(x, y) ∈ R2 | x2+y2 ≤ 1} es convexo.

6. A = {(x, y) ∈ R2 | x2+y2 = 1} no es convexo.

Los conjuntos convexos son muy importantes en economía. Porejemplo,
similarmente al ejemplo 4, tenemos que las canastas(x1, x2) enR2+ que
satisfacen una restricción presupuestal de la formaI = p1x1 + p2x2, con
I, p1 y p2 fijos, forman un conjunto convexo. Como un segundo ejemplo
podemos considerar las preferencias de un consumidor, dadas por el conjunto
P =

�
(x1, x2) ∈ R2+ | u((x1, x2)) ≥ u0

�
de las canastas(x1, x2) que dan

una utilidadu mayor o igual a un valoru0. Si suponemos queP es convexo
y −→x ,−→x ′ ∈ P , entonces cualquier canasta intermedia−→z = t−→x + (1 − t)−→x ′,
0 ≤ t ≤ 1, también dará una utilidad mayor o igual au0.

u(−→x ) ≥ u0 y u(−→x ′) ≥ u0 ⇒ u(�z) ≥ u0
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En los siguientes ejemplos se presenta cómo demostrar formalmente que un
conjunto es convexo.

Ejemplos:

1. Demuestra que el conjuntoA = { (x, y) ∈ R2 | x+ y = 1 } es convexo.

Sean−→x 1 = (x1, y1), −→x 2 = (x2, y2) ∈ A. Por lo tanto,

x1 + y1 = 1 y x2 + y2 = 1.

Sea−→z = t−→x 1 + (1− t)−→x 2, con0 ≤ t ≤ 1, de modo que

−→z = t(x1, y1) + (1− t)(x2, y2)
= (tx1 + (1− t)x2, ty1 + (1− t)y2)
= (z1, z2).

Así,
z1 + z2 = tx1 + (1− t)x2 + ty1 + (1− t)y2

= t(x1 + y1) + (1− t)(x2 + y2)
= t(1) + (1− t)(1) = 1,

de donde concluimos que−→z = (z1, z2) ∈ A. Por lo tanto,A es convexo.

2. Demuestra que el conjuntoA = { (x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b } es convexo.

Sean−→x 1 = (x1, y1), −→x 2 = (x2, y2) ∈ A. Por lo tanto,

a ≤ x1 ≤ b y a ≤ x2 ≤ b.
Sea−→z = t−→x 1 + (1− t)−→x 2, con0 ≤ t ≤ 1, de modo que

−→z = t(x1, y1) + (1− t)(x2, y2)
= (tx1 + (1− t)x2, ty1 + (1− t)y2)
= (z1, z2).

Comot ≥ 0 y 1− t ≥ 0, por lo tanto

ta ≤ tx1 ≤ tb y (1− t)a ≤ (1− t)x2 ≤ (1− t)b.
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Sumando ambas expresiones tenemos

ta+ (1− t)a ≤ tx1 + (1− t)x2 ≤ tb+ (1− t)b,
es decir,

a ≤ tx1 + (1− t)x2 ≤ b,
y, por lo tanto,

a ≤ z1 ≤ b.
Así,−→z = (z1, z2) ∈ A, de modo queA es convexo.

Teorema.La intersección de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

Demostración:

SeanA y B dos conjuntos convexos. SiA ∩ B = ∅, entoncesA ∩ B es
convexo (el vacío es un conjunto convexo). Supongamos queA ∩ B �= ∅ y sean−→x ,∈ −→x ′A∩B. Por lo tanto,−→x ,−→x ′ ∈ A y−→x ,−→x ′ ∈ B. Sea−→z = t−→x +(1− t)−→x ′,
con0 ≤ t ≤ 1. ComoA es convexo y−→x ,−→x ′ ∈ A, por lo tanto

−→z = t−→x + (1− t)−→x ′ ∈ A.
ComoB es convexo y−→x ,−→x ′ ∈ B, por lo tanto−→x ′

−→z = t−→x + (1− t)−→x ′ ∈ B.
Por lo tanto, −→z ∈ A ∩B,
de modo queA ∩ B es convexo.

Por último, es importante señalar que la unión de conjuntos convexos no es un
conjunto convexo, en general.
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Capítulo 2

Funciones de varias variables

En este capítulo extenderemos la definición de función al caso de varias
variables, presentando diversos conceptos relacionados,tales como el de
conjuntos de nivel de la función. Posteriormente, presentaremos algunas
superficies cuadráticas de interés. Concluiremos estudiando los conceptos de
límite y continuidad.

2.1 Dominio e imagen. Representación geométrica

Definición. SeaS ⊂ Rn. Unafunción real, o campo escalar, f : S → R,
es una regla de correspondencia que a cada elemento(x1, x2, . . . , xn) ∈ S
le asigna un único númerow = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ R. El conjuntoS es el
dominiodef y R es elcontradominiodef.

En la expresiónw = f(x1, x2, . . . , xn), los elementos(x1, x2, . . . , xn) ∈ S
son lasvariables independientes, y w ∈ R es lavariable dependiente. Así,
por ejemplo, para la funciónf : R2 → R, definida porf(x, y) = x2 + y2,
las variables independientes son todas las parejas(x, y) ∈ R2 y la variable
dependiente esz ∈ R, que depende de las anteriores a través dez = x2 + y2.

Cuando el dominio de una funciónf(x1, x2, . . . , xn) no se especifica
a priori, debe entenderse como tal al conjunto más grande de elementos
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn para los quef toma valores enR (por ejemplo, que no
se divida por cero o se extraiga la raíz cuadrada de un número negativo). A
este conjunto se le conoce como eldominio naturalDf def, dado por

Df = { (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | f(x1, x2, . . . , xn) ∈ R } .
Por otra parte, laimageno rangoIf de la funciónf es el conjunto de valores
w en el contradominio,R, obtenidos al aplicar la reglaf a los elementos de
Df , es decir,

If = { w ∈ R | w = f(x1, x2, . . . , xn), para todo(x1, x2, . . . , xn) ∈ Df } .
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Capítulo 2 Funciones de varias variables

Ejemplos:

1. Seaz = f(x, y), conf(x, y) =
1

x2 + y2
una función enR3. El dominio natural

Df se obtiene al pedir que el denominador sea diferente de cero(x2 + y2 �= 0).
Así,

Df =
�
(x, y) ∈ R2

�� x2 + y2 �= 0
�
= R2\{(0, 0)}.

Comof sólo puede tomar valores positivos, entonces su imagenIf es el
conjunto

If = { z ∈ R | z > 0 } = R+.

2. Seaz = f(x, y), conf(x, y) = − 1�
9− x2 − y2

una función enR3. Para

encontrarDf pedimos que el denominador sea diferente de cero(9−x2−y2 �= 0)
y el radicando sea no negativo(9− x2− y2 ≥ 0), es decir,9− x2− y2 > 0. Así,

Df =
�
(x, y) ∈ R2

�� x2 + y2 < 9
�
.

Comof sólo puede tomar valores negativos y no mayores que−1/3, entonces
su imagenIf es el conjunto

If = { z ∈ R | z ≤ −1/3 } .

3. Seaz = f(x, y), conf(x, y) = ln(x+ y) una función enR3. En este caso,

Df =
�
(x, y) ∈ R2 | x+ y > 0

�

If = { z ∈ R } = R.

4. Seaw = f(x, y, z), conf(x, y, z) =
x ln z

y
una función enR4. En este caso,

Df =
�
(x, y, z) ∈ R3 | y �= 0, z > 0

�

If = { w ∈ R } = R.

5. Seaw = f(x, y, z), conf(x, y, z) = 1−
�
1− x2 − y2 una función enR4. En

este caso,

Df =
�
(x, y, z) ∈ R3

�� x2 + y2 ≤ 1
�

If = { w ∈ R | 0 ≤ w ≤ 1 } .

En economía hay varios ejemplos de funciones, como las que sepresentan a
continuación.
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2.1 Dominio e imagen. Representación geométrica

1. Las funciones de producción Cobb-Douglas,P : R2+ → R, dadas por

P (L,K) = ALαK1−α,

en dondeP denota la producción,L el trabajo yK el capital, y dondeA > 0 y
0 < α < 1 son constantes.

2. Una función de costo lineal,C : R2+ → R, dada por

C(L,K) = wL+ rK,

dondeC denota el costo,L el trabajo yK el capital, y dondew > 0 y r > 0
denotan el salario y la tasa de interés, respectivamente.

3. Las funciones de utilidad,u : Rn
++ → R, dadas por

u(x1, x2, . . . , xn) = α1 lnx1 + α2 ln x2 + · · ·+ αn ln xn

= ln(xα11 · xα22 · . . . · xαnn ),
en dondeu denota la utilidad para una canasta(x1, x2, . . . , xn) den bienes, con
xi > 0, y donde cadaαi es constante, con0 < αi < 1 y α1+α2+ . . .+αn = 1.

Geométricamente, la funciónf : S ⊂ R
n → R representa un objeto en

R
n+1. Si n = 1, la ecuacióny = f(x) representa unacurvaenR2. Si n = 2,

la ecuaciónz = f(x, y) representa unasuperficieenR3. Si n ≥ 3, la ecuación
w = f(x1, x2, . . . , xn representa unahipersuperficieenRn+1 (sin representación
gráfica).

Ejemplos:

1. La ecuación2x + 3y + 6z = 12 puede pensarse como una función lineal

f : R2 → R, dada porz = f(x, y) = 2− 1
3
x− 1

2
y, cuya gráfica corresponde a

un plano enR3.

Df =
�
(x, y) ∈ R2

�
= R2

If = { z ∈ R } = R.
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Capítulo 2 Funciones de varias variables

2. La ecuaciónx2 + y2 + z2 = 4, conz ≥ 0, puede pensarse como una función
f : Df ⊂ R2 → R, dada porz = f(x, y) =

�
4− x2 − y2, cuya gráfica

corresponde a la parte superior de una esfera enR
3.

Df =
�
(x, y) ∈ R2

�� x2 + y2 ≤ 4
�

If = { z ∈ R |0 ≤ z ≤ 2 } .

2.2 Conjuntos de nivel

Definición. Un conjunto de nivelde una hipersuperficiew = f(x1, x2, . . . , xn) en
R

n+1 es el conjunto de puntos(x1, x2, . . . , xn) ∈ Df tales quew toma un valor
constantec, es decir,

f(x1, x2, . . . , xn) = c.
En particular, sin = 2 el conjunto es unacurva de nively sin = 3 es unasuperficie
de nivel.

Los conjuntos de nivel pertenecen al mismo espacio que el dominio de la
función. Así, sif está enRn+1, sus conjuntos de nivel están enRn.
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2.2 Conjuntos de nivel

Ejemplos:

1. Identifica los conjuntos de nivel de la funciónz = f(x, y), conf : R2 → R

definida porf(x, y) = x2 + y2. ¿Cuál de estos contiene al puntoP (−3, 4)?
Como veremos en la sección 2.3, la superficiez = x2 + y2 es un paraboloide en
R
3, según se ilustra en la figura de la izquierda. En la figura de la derecha se

muestran algunas de sus curvas de nivel enR
2, dadas por las circunferencias

x2 + y2 = c, con centro en el origen y radio
√
c, c ≥ 0.

La curva de nivel def que contiene aP (−3, 4) es tal que(−3)2+(4)2 = 25 = c.
Así, la curva de nivel buscada esx2 + y2 = 25.

2. SeaS =
�
(x, y) ∈ R2+ | x+ y ≤ 2

�
. Identifica los conjuntos de nivel de la

funciónz = f(x, y), conf : S → R definida porf(x, y) = 2− x− y.
La superficiez = 2 − x − y representa la porción del planox + y + z = 2
correspondiente al primer octante deR3, como se muestra en la figura de la
izquierda. En la figura de la derecha se muestran algunas de sus curvas de nivel
enR2, dadas por los segmentos de rectax+ y = 2− c, con0 ≤ c ≤ 2.
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3. Identifica los conjuntos de nivel de la función de producción Cobb-Douglas
Q = P (L,K), conP : R2+ → R definida porP (L,K) = L1/2K1/2.

La superficieQ = L1/2K1/2 tiene la forma de una tienda de campaña en
R
3, como se ilustra en la figura de la izquierda. En la figura de la derecha se

muestran algunas de sus curvas de nivel enR
2, o isocuantas, que representan

hipérbolas de la formaK = c2/L enR2+, conc > 0.

4. Identifica los conjuntos de nivel de la función de utilidadu = u(x, y), con

u : R2++ → R definida poru(x, y) =
1

2
ln x+

1

2
ln y.

Nota queu(x, y) = ln
�
x1/2y1/2

�
, de modo queu es el logaritmo de una función

como la del ejemplo 3. Sus curvas de nivel enR2, o curvas de indiferencia,son
hipérbolas de la formay = d/x, cond = e2c, que son similares a las del ejemplo
anterior, pero están en otra escala.

5. Identifica los conjuntos de nivel de la funcióny = f(x), conf : R → R

definida porf(x) = x+ 1.

La curvay = x+ 1 representa una recta enR2, como se muestra en la figura de
la izquierda. En la figura de la derecha se muestran algunos desus conjuntos de
nivel enR, dados por los puntosx = c− 1 enR.
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6. Identifica los conjuntos de nivel de la funciónw = f(x, y, z), conf : R3 → R

definida porf(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

La funciónw = x2 + y2 + z2 representa una hipersuperficie enR4, de modo
que no podemos representarla gráficamente. Sus conjuntos denivel son las
superficies enR3, dadas por las esferasx2 + y2+ z2 = c con centro en el origen
y radio

√
c, c ≥ 0.

7. Determina la superficie de nivel de la funciónf(x, y, z) = ln(2− x− y) enR4

que contiene al puntoP (1, 0,−3).
Las superficies de nivel def son los planosx+ y = 2− ec enR3. En particular,
el plano que contiene al puntoP (1, 0,−3) es tal que1 + 0 = 2 − ec, es decir,
c = 0. Así, la superficie de nivel buscada esx+ y = 1 (conz libre).

2.3 Superficies cuadráticas

Definición. Unasuperficiees un conjunto de puntos(x, y, z) ∈ R3 que satisfacen
una relación de la formaF (x, y, z) = 0.

Así, por ejemplo, la ecuaciónx2 − y2 + z2 = 1 representa una superficie enR3.
Cabe señalar que no toda superficie es una función, como veremos a lo largo de
esta sección.
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Capítulo 2 Funciones de varias variables

Definición. Las trazasde una superficie enR3 son las curvas formadas por la
intersección de la superficie con cada uno de los planos coordenados.

Por ejemplo, para el plano2x+ y + 3z = 12 enR3, su trazaxy es la curva

2x+ y = 12,

obtenida de la intersección esta superficie con el planoz = 0. Similarmente, su
trazayz es

y + 3z = 12,
obtenida a partir de la intersección con el planox = 0, y su trazaxz es

2x+ 3z = 12,

obtenida a partir de la intersección con el planoy = 0.

Algunas superficies famosas enR3

A) Planos

Como ya vimos, un planoπ es cualquier conjunto de puntos de la forma

π =
�
(x, y, z) ∈ R3 | ax+ by + cz = d

�
,

dondea, b, c, d son constantes. En la siguiente figura se muestra la gráfica del
plano, paraa, b, c, d �= 0.
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B) Esferas

Una esferaS de radior y centro en(x0, y0, z0) es un conjunto de puntos de la
forma

S =
�
(x, y, z) ∈ R3

�� (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = r2
�
.

Claramente, sir = 0 el único elemento deS sería el punto(x0, y0, z0).

Por ejemplo, la ecuación(x− 1)2 + y2 + (z + 3)2 = 4 representa una esfera de
radio 2 y centro en el punto(1, 0,−3).

C) Cilindros

Definición. SeaC una curva plana y seaL una recta que no está en el plano de
C. Un cilindro es la superficie formada por el conjunto de todas las rectas paralelas
aL que cortan aC. A C se le llama lacurva generatriz,o directriz,del cilindro y a
las rectas paralelas se les llamarectas generatrices. Un cilindro rectoes aquel tal
queL es perpendicular al plano deC.

En el caso particular de un cilindro paralelo a alguno de los ejes coordenados, la
ecuación correspondiente al cilindro no contiene a la variable de ese eje.

Ejemplos:

1. Esboza la gráfica dex2 + z2 = 1 enR3.

Como en esta ecuación no aparece la variabley, se trata de una superficie en
donde esa variable es libre. La ecuación representa uncilindro circular que
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se extiende a lo largo del ejey, cuya curva generatrizC es la circunferencia
x2 + z2 = 1.

2. Esboza la gráfica dez = y2 enR3.

Como en esta ecuación no aparece la variablex, se trata de una superficie en
donde esa variable es libre. La ecuación representa uncilindro parabólicoque
se extiende a lo largo del ejex, cuya curva generatrizC es la parábolaz = y2.

3. Esboza la gráfica dey = senx enR3.

Como en esta ecuación no aparece la variablez, se trata de una superficie en
donde esa variable es libre. La ecuación representa uncilindro senoidal, cuya
curva generatrizC es la funcióny = senx, y que se extiende a lo largo del ejez:
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D) Superficies cuadráticas

Para estudiar las superficies cuadráticas se necesita conocer el tema de cónicas.
El lector puede encontrar una breve discusión sobre las ecuaciones y gráficas de las
cónicas en el Apéndice A.

Definición. Unasuperficie cuadráticaes la gráfica enR3 de una ecuación de
segundo grado en las variablesx, y, z, de la forma

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Eyz + Fxz +Gx+Hy + Iz + J = 0,

conA,B, . . . , J constantes, y en dondeA �= 0,B �= 0 oC �= 0.

Las esferas y algunos tipos de cilindros son casos particulares de superficies
cuadráticas, como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. La ecuacióny2+4z2 = 4 describe a un cilindro elíptico, que corre a lo largo del
ejex.

2. La ecuaciónx2 − y2 = 1 describe a un cilindro hiperbólico, que corre a lo
largo del ejez.

A continuación presentamos algunas de las superficies cuadráticas más notables,
que en general no representan funciones enR

3. Se discutirán los casos más
simples, en donde las superficies están centradas en el origen, o bien, tendrán a
los ejes coordenados como eje de simetría. En todos los casos, supondremos que
a, b, c �= 0.
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1. Elipsoide:
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Trazaxy: Elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1

Trazaxz: Elipse
x2

a2
+
z2

c2
= 1

Trazayz: Elipse
y2

b2
+
z2

c2
= 1

Curvas de nivel (z = K, |K| < |c| ):

Elipses
x2

a2
	
1− K

2

c2


 +
y2

b2
	
1− K

2

c2


 = 1

2. Paraboloide elíptico:
z

c
=
x2

a2
+
y2

b2
.

Trazaxy: El origen

Trazaxz: Parábolaz =
� c
a2

�
x2

Trazayz: Parábolaz =
� c
b2

�
y2

Curvas de nivel (z = K):

Elipses
x2

a2
	
K

c


 +
y2

b2
	
K

c


 = 1

Cuandoa = b se trata de unparaboloide circularo paraboloide de revolución.

Otras representaciones están dadas por las ecuaciones
x

a
=
y2

b2
+
z2

c2
(simetría

con respecto al ejex) y
y

b
=
x2

a2
+
z2

c2
(simetría con respecto al ejey).
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3. Hiperboloide de una hoja:
x2

a2
+
y2

b2
− z

2

c2
= 1.

Trazaxy: Elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1

Trazaxz: Hipérbola
x2

a2
− z

2

c2
= 1

Trazayz: Hipérbola
y2

b2
− z

2

c2
= 1

Curvas de nivel (z = K):

Elipses
x2

a2
	
1 +

K2

c2


 + y2

b2
	
1 +

K2

c2


 = 1

Otras representaciones son
z2

c2
+
y2

b2
− x

2

a2
= 1 y

x2

a2
+
z2

c2
− y

2

b2
= 1.

4. Hiperboloide de dos hojas:
z2

c2
− x

2

a2
− y

2

b2
= 1

Trazaxy: No existe

Trazaxz: Hipérbola
z2

c2
− x

2

a2
= 1

Trazayz: Hipérbola
z2

c2
− y

2

b2
= 1

Curvas de nivel (z = K, |K| ≥ |c| ):

Elipses
x2

a2
	
K2

c2
− 1


 + y2

b2
	
K2

c2
− 1


 = 1

Otras representaciones son
x2

a2
− y

2

b2
− z

2

c2
= 1 y

y2

b2
− x

2

a2
− z

2

c2
= 1.
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5. Paraboloide hiperbólico:
z

c
=
x2

a2
− y

2

b2

Trazaxy: Rectas
y

b
= ±x

a

Trazaxz: Parábolaz =
� c
a2

�
x2

Trazayz: Parábolaz = −
� c
b2

�
y2

Curvas de nivel (z = K):

Hipérbolas
x2

a2
	
K

c


 − y2

b2
	
K

c


 = 1

Otras representaciones son
x

a
=
y2

b2
− z

2

c2
y
y

b
=
x2

a2
− z

2

c2
.

6. Cono elíptico:
x2

a2
+
y2

b2
=
z2

c2

Trazaxy: El origen

Trazaxz: Rectasz = ±
� c
a

�
x

Trazayz: Rectasz = ±
�c
b

�
y

Curvas de nivel (z = K):

Elipses
x2

a2
	
K2

c2


 + y2

b2
	
K2

c2


 = 1

Cuandoa = b se trata de uncono circular.

Otras representaciones son
y2

b2
+
z2

c2
=
x2

a2
y
x2

a2
+
z2

c2
=
y2

b2
.
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2.4 Límites y continuidad

En esta sección definiremos los conceptos de límite y continuidad, necesarios para
establecer el significado de diferenciabilidad para funciones de varias variables,
que se presenta en el capítulo 3. Aunque los resultados que aquí presentamos
son válidos en general para funciones cuyo dominio está enR

n, los ejemplos y
métodos discutidos se centrarán al caso de funciones con dominio enR2.

El concepto de límite para funciones de varias variables es una extensión al de
funciones de una variable. La siguiente figura ilustra el significado geométrico de
que una función de dos variables,z = f(x, y), tenga un límiteL cuando el punto
(x, y) tiende a un punto dado(x0, y0) en el dominio def .

Cuando ese límiteL existe, utilizamos la notación

ĺım
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L.

Desde el punto de vista formal, el límite def se define de la siguiente manera.

Definición. Seaf una función definida en todo punto−→x del interior de una
vecindad con centro en−→x 0, excepto quizá en−→x 0. Se dice quef tiene límiteL
cuando−→x tiende a−→x 0, y se escribe

ĺım−→x→−→x 0

f(−→x ) = L,

si para cada númeroε > 0 existe un correspondiente númeroδ(ε) > 0 tal que para
todo�x en el dominio def

0 < ||−→x−−→x 0|| < δ ⇒ |f(−→x )− L| < ε.
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Capítulo 2 Funciones de varias variables

Cabe señalar que la definición de límite también se aplica al caso de puntos
frontera−→x 0 que no estén en el dominio, siempre y cuando los puntos−→x sí lo estén.

Ejemplos:

1. Demuestra formalmente que ĺım
(x,y)→(0,0)

x = 0.

Para cada númeroε > 0 arbitrario queremos encontrar un correspondiente
númeroδ(ε) tal que

0 <
���
���−→x−−→0

���
��� < δ ⇒ |x−0| < ε,

es decir,
0 <

�
x2 + y2 < δ ⇒ |x| < ε.

Para ello, nota que
|x| =

√
x2 ≤

�
x2 + y2 < δ,

por lo que simplemente puedes tomar

δ(ε) = ε.

2. Demuestra formalmente que ĺım
(x,y)→(0,0)

x2�
x2 + y2

= 0.

Para cadaε > 0 buscamos unaδ(ε) tal que

0 <
���
���−→x−−→0

���
��� < δ ⇒

�����
x2�
x2 + y2

−0
����� < ε,

es decir,

0 <
�
x2 + y2 < δ ⇒ x2�

x2 + y2
< ε.

Para ello, nota que

0 <
x2�
x2 + y2

≤ x2 + y2�
x2 + y2

=
�
x2 + y2 < δ,
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2.4 Límites y continuidad

por lo que puedes tomar
δ(ε) = ε.

3. Demuestra formalmente que ĺım
(x,y)→(0,0)

2x2y

x2 + y2
= 0.

Para cadaε > 0 buscamos unaδ(ε) tal que

0 <
���
���−→x−−→0

���
��� < δ ⇒

����
2x2y

x2 + y2
−0

���� < ε,

es decir,

0 <
�
x2 + y2 < δ ⇒

����
2x2y

x2 + y2

���� < ε.
Como

0 ≤ |y| =
�
y2 ≤

�
x2 + y2 < δ,

por lo tanto, ����
2x2y

x2 + y2

���� ≤
����
2x2y

x2

���� = 2 |y| < 2δ.
De esta manera, puedes tomar

δ(ε) =
ε

2
.

Propiedades de los límites

Si ĺım−→x→−→x 0

f(−→x ) = L1 y ĺım−→x→−→x 0

g(−→x ) = L2, entonces

1. Regla de la suma:
ĺım−→x→−→x 0

[f(−→x ) + g(−→x )] = L1 + L2

2. Regla del múltiplo constante:
ĺım−→x→−→x 0

[k f(−→x )] = kL1, k ∈ R

3. Regla del producto:
ĺım−→x→−→x 0

[f(−→x )g(−→x )] = L1L2

4. Regla del cociente:

ĺım−→x→−→x 0

�
f(−→x )
g(−→x )

�
=
L1
L2

, L2 �= 0

5. Regla de la potencia:
ĺım−→x→−→x 0

[f(−→x )]m/n
= [L1]

m/n, m,n ∈ Z, n �= 0, si [L1]
m/n ∈ R
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Capítulo 2 Funciones de varias variables

Ejemplos:

1. ĺım
(x,y)→(−1,3)

(2x+ y) = 2(−1) + 3 = 1.

2. ĺım
(x,y)→(3,4)

�
x2 + y2 =

√
32 + 42 = 5.

3. ĺım
(x,y)→(1,0)

x2 − 3xy
xy2 − 2x+ x3 =

1− 0
0− 2 + 1 = −1.

4. ĺım
(x,y)→(0,0)

x2 − xy√
x−√y = ĺım

(x,y)→(0,0)

�
(x2 − xy)�√
x−√y

�
�√
x+
√
y
�

�√
x+
√
y
�
�

= ĺım
(x,y)→(0,0)

�
x (x− y)

�√
x+
√
y
�

(x− y)

�
= ĺım

(x,y)→(0,0)

�
x
�√
x+
√
y
��
= 0.

Prueba de las dos trayectorias para demostrar la no existencia de un límite

Si una funciónf(−→x ) tiene límites diferentes a lo largo de dos trayectorias
distintas a medida que−→x tiende a−→x 0, entonces el límite ĺım−→x→−→x 0

f(−→x ) no existe.

En el caso de funcionesf de una variable, la no existenciadel límite se prueba
simplemente el límite def por las únicas dos trayectorias posibles, a saber,x→ x−0
y x→ x+0 , y mostrando que ambos límites laterales son distintos:

ĺım
x→x−

0

f(x) = L1 �= L2 = ĺım
x→x+

0

f(x)
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2.4 Límites y continuidad

La prueba de las dos trayectorias para el caso de funcionesf de dos variables
presenta una mayor dificultad que en el caso anterior, ya que en este caso existe
una infinidad de trayectorias posibles en el plano para llegar de(x, y) a (x0, y0).

Ejemplos:

1. Demuestra que no existe el límite def(x, y) =
x2 − 3y2
x2 + 2y2

en el punto(0, 0).

i) Tomando el límite a lo largo del ejex (y = 0):

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
x→0

f(x, 0)

= ĺım
x→0

x2 − 0
x2 + 0

= ĺım
x→0

1 = 1.

ii) Tomando el límite a lo largo del ejey (x = 0):

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
y→0

f(0, y)

= ĺım
y→0

0− 3y2
0 + 2y2

= ĺım
y→0

	
−3
2



= −3

2
.

Como los límites son distintos, no existeĺım
(x,y)→(0,0)

x2 − 3y2
x2 + 2y2

.
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Capítulo 2 Funciones de varias variables

2. Demuestra que no existe el límite def(x, y) =
xy

x2 + y2
en el punto(0, 0).

i) Tomando el límite a lo largo de los ejes coordenados:

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, 0) = 0 y ĺım
(x,y)→(0,0)

f(0, y) = 0.

ii) Tomando el límite a lo largo de las rectasy = mx:

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
x→0

f(x,mx)

= ĺım
x→0

x(mx)

x2 + (mx)2

= ĺım
x→0

m

1 +m2

=
m

1 +m2
�= 0.

Como hay un límite distinto para cadam, no existe ĺım
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
.

3. Demuestra que no existe el límite def(x, y) =
x3y

x6 + y2
en el punto(0, 0).

i) Tomando el límite a lo largo de los ejes coordenados:

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, 0) = 0 y ĺım
(x,y)→(0,0)

f(0, y) = 0.
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2.4 Límites y continuidad

ii) Tomando el límite a lo largo de las rectasy = mx:

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
x→0

f(x,mx)

= ĺım
x→0

x3(mx)

x6 + (mx)2

= ĺım
x→0

mx2

x4 +m2
= 0.

iii) Tomando el límite a lo largo de las parábolasy = kx2:

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
x→0

f(x, kx2)

= ĺım
x→0

x3(kx2)

x6 + (kx2)2

= ĺım
x→0

kx

x2 + k2
= 0.

iv) Tomando el límite a lo largo de las cúbicasy = αx3:

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
x→0

f(x, αx3)

= ĺım
x→0

x3(αx3)

x6 + (αx3)2

= ĺım
x→0

α

1 + α2
=

α

1 + α2
�= 0.

Como el límite es distinto para cadaα, no existe ĺım
(x,y)→(0,0)

x3y

x6 + y2
.

Definición. Una funciónf(−→x ) escontinua en un punto−→x 0, si

1. f está definida en−→x 0,
2. ĺım−→x→−→x 0

f(−→x ) existe,

3. ĺım−→x→−→x 0

f(−→x ) = f(−→x 0).
La función escontinuasi lo es en cada punto de su dominio.
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Capítulo 2 Funciones de varias variables

Ejemplos:

1. Muestra quef(x, y) = 2xy2 + 3x es continua en(2,−1).
La función es polinomial, de modo que está definida para todo punto de
R
2, y en particular en el punto(2,−1), conf(2,−1) = 10. Por otra parte,
ĺım

(x,y)→(2,−1)
(2xy2 + 3x) = 10, de modo que el límite existe. Por último, como

ĺım
(x,y)→(2,−1)

(2xy2 + 3x) = f(2,−1), por lo tantof(x, y) = 2xy2 + 3x es

continua en(2,−1).
2. Muestra que la siguiente función es continua en cada punto, excepto en el

origen:

f(x, y) =





x3y
x6+y2

, (x, y) �= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0).
La función es continua en cada punto(x, y) �= (0, 0), ya que sus valores están
dados por una función racional dex y y. Sin embargo, como ya mostramos en
un ejercicio anterior, la función no tiene límite en el origen. Por lo tanto, la
función es continua en cada punto, excepto en el origen.
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Capítulo 3

Diferenciación
En este capítulo extendemos el concepto de diferenciación para el caso de
funciones de varias variables.

3.1 Derivadas parciales. Interpretación geométrica

Por simplicidad, aquí nos restringiremos al caso de funcionesz = f(x, y) con
dominio enR2, aunque los resultados pueden ser fácilmente generalizados al
caso de funciones con dominio enRn.

Definición. La derivada parcial con respecto a xde la función continua
f(x, y) en un punto interior(x0, y0) de su dominio está dada por

∂f

∂x

����
(x0,y0)

= fx(x0, y0) = ĺım
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)
h

,

cuando este límite existe. Similarmente, laderivada parcial con respecto a y
def en(x0, y0) está dada por

∂f

∂y

����
(x0,y0)

= fy(x0, y0) = ĺım
k→0

f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)
k

.
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Capítulo 3 Diferenciación

Las derivadas parcialesfx y fy dan la razón de cambio instantánea de la
funciónf(x, y) en el punto(x0, y0), en las direcciones de los vectores baseı̂ y ̂,
respectivamente. En otras palabras, la derivada parcialfx es la pendiente de la recta
tangente a la curvaz = f(x, y0) en el puntoP (x0, y0, f(x0, y0)) del planoy = y0.
Asimismo, la derivada parcialfy es la pendiente de la recta tangente a la curva
z = f(x0, y) en el puntoP (x0, y0, f(x0, y0)) del planox = x0.

A partir de la definición, a continuación determinamos la derivada parcialfx de
la funciónf(x, y) = x2y3:

∂ x2y3

∂x
= ĺım

h→0

(x+ h)2y3 − x2y3
h

= ĺım
h→0

2xhy3 + h2y3

h
= ĺım

h→0

�
2xy3 + hy3

�

= 2xy3.

Nota que este resultado es equivalente a obtener directamente la derivada def con
respecto ax, como siy estuviera fija:

∂ x2y3

∂x
= y3

∂ x2

∂x
= y3(2x) = 2xy3.

Es posible demostrar que esto es válido en general, es decir,para determinar la
derivada parcialfx de una funciónz = f(x, y) simplemente se toma la derivada
def con respecto ax, manteniendo fijo el valor dey. Similarmente, para obtener
la derivada parcialfy de la función, se toma la derivada def con respecto ay,
manteniendo fijo el valor dex.

Ejemplos:

1. Seaf(x, y) = x3y +
2y2

x
. Determina las derivadas parcialesfx y fy.

Las derivadas parcialesfx y fy están dadas por

fx =
∂

∂x

	
x3y +

2y2

x



= y

∂

∂x

�
x3

�
+ 2y2

∂

∂x

	
1

x



= 3x2y − 2y

2

x2
,

fy =
∂

∂y

	
x3y +

2y2

x



= x3

∂

∂y
(y) +

	
1

x



∂

∂y

�
2y2

�
= x3 +

4y

x
.
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3.1 Derivadas parciales. Interpretación geométrica

2. Seaz = x sen(xy). Determina las derivadas parcialeszx y zy.

Las derivadas parcialeszx y zy están dadas por

zx =
∂ [x sen(xy)]

∂x
= x

	
∂ sen(xy)

∂x



+

	
∂x

∂x



sen(xy)

= x (cos(xy) · y) + 1 · sen(xy) = xy cos(xy) + sen(xy),

zy =
∂ [x sen(xy)]

∂y
= x

	
∂ sen(xy)

∂y



+

	
∂x

∂y



sen(xy)

= x (cos(xy) · x) + 0 · sen(xy) = x2 cos(xy).
3. Encuentra la pendiente de la recta tangente a la superficiez = 9− x2 − y2 en el

puntoP (2, 1, 4) del planox = 2.

La pendiente de la recta tangente a la superficie enP (2, 1, 4) es

∂z

∂y

����
(2,1)

= −2y|(2,1) = −2.

4. Seau(x1, x2) = ln(xα11 x
α2
2 ) la función de utilidad para una canasta de dos

bienes, conx1,x2,α1, α2 > 0. Encuentra las utilidades marginalesux1 y ux2.

Las utilidades marginales están dadas por

ux1 =
∂ ln(xα11 x

α2
2 )

∂x1
=
∂ (α1 ln x1 + α2 lnx2)

∂x1
=
α1
x1
,

ux2 =
∂ ln(xα11 x

α2
2 )

∂x2
=
∂ (α1 ln x1 + α2 lnx2)

∂x2
=
α2
x2
.

5. SeaP (L,K) = L1/2K1/2 una función de producción Cobb-Douglas. Encuentra
los productos marginalesPL y PK.

En este caso, se tiene simplemente

PL =
∂
�
L1/2K1/2

�

∂L
=
1

2
L−1/2K1/2 =

1

2

	
K

L


1/2
,

PK =
∂
�
L1/2K1/2

�

∂K
=
1

2
L1/2K−1/2 =

1

2

	
L

K


1/2
.

6. Para la función de utilidadu(c, σ) =
c1−σ − 1
1− σ determinauc y uσ.
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Capítulo 3 Diferenciación

uc =
∂

∂c

	
c1−σ − 1
1− σ



= c−σ,

uσ =
∂

∂σ

	
c1−σ − 1
1− σ



=
− (1− σ) c1−σ ln c+ (c1−σ − 1)

(1− σ)2

7. Para la función de producciónP (L,K, α1, α2, ρ) = (α1L
ρ + α2K

ρ)1/ρ

determina: a)∂P/∂K, b) ∂P/∂α1 y c) ∂P/∂ρ.

a)La parcial∂P/∂K está dada directamente por

∂P

∂K
=

∂(α1L
ρ + α2K

ρ)1/ρ

∂K

=
1

ρ
(α1L

ρ + α2K
ρ)(1/ρ)−1

∂(α1L
ρ + α2K

ρ)

∂K

=
1

ρ
(α1L

ρ + α2K
ρ)(1/ρ)−1

�
α2ρK

ρ−1�

= α2K
ρ−1(α1L

ρ + α2K
ρ)

1−ρ
ρ

b)Similarmente, la parcial∂P/∂α1 es

∂P

∂α1
=

∂(α1L
ρ + α2K

ρ)1/ρ

∂α1

=
1

ρ
(α1L

ρ + α2K
ρ)(1/ρ)−1

∂(α1L
ρ + α2K

ρ)

∂α1

=
1

ρ
(α1L

ρ + α2K
ρ)(1/ρ)−1 (Lρ)

=
Lρ

ρ
(α1L

ρ + α2K
ρ)

1−ρ
ρ

c)Para determinar∂P/∂ρ es necesario utilizar derivación logarítmica, ya que la
variableρ aparece tanto en la base como en la potencia. Para ello, partimos de

lnP (L,K) = ln(α1L
ρ + α2K

ρ)1/ρ =
1

ρ
ln(α1L

ρ + α2K
ρ),

de modo que

1

P

∂P

∂ρ
=

1

ρ

∂(α1L
ρ + α2K

ρ)/∂ρ

(α1Lρ + α2Kρ)
− 1

ρ2
ln(α1L

ρ + α2K
ρ)

=
1

ρ

α1L
ρ lnL+ α2K

ρ lnK

(α1Lρ + α2Kρ)
− 1

ρ2
ln(α1L

ρ + α2K
ρ),
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3.1 Derivadas parciales. Interpretación geométrica

en donde se utilizó la derivada de un producto y la fórmula de la derivada deax

(para obtener∂Lρ/∂ρ y ∂Kρ/∂ρ). Finalmente,

∂P

∂ρ
= P

�
1

ρ

α1L
ρ lnL+ α2K

ρ lnK

(α1Lρ + α2Kρ)
− 1

ρ2
ln(α1L

ρ + α2K
ρ)

�

= (α1L
ρ + α2K

ρ)1/ρ
�
1

ρ

α1L
ρ lnL+ α2K

ρ lnK

(α1Lρ + α2Kρ)
− 1

ρ2
ln(α1L

ρ + α2K
ρ)

�
.

Similarmente al caso de funciones de una variable, es posible definir derivadas
parciales de orden superior y mixtas para funciones de varias variables. En
particular, para una funciónf(x, y) de dos variables hay4 posibles derivadas
parciales de orden2, a saber

fxx =
∂

∂x

	
∂f

∂x



=
∂2f

∂x2
, fxy =

∂

∂y

	
∂f

∂x



=
∂2f

∂y∂x
,

fyx =
∂

∂x

	
∂f

∂y



=
∂2f

∂x∂y
, fyy =

∂

∂y

	
∂f

∂y



=
∂2f

∂y2
.

Asimismo, hay8 posibles derivadas parciales de orden3, del tipo

fxxx =
∂

∂x

	
∂

∂x

	
∂f

∂x




=
∂3f

∂x3
, fxxy =

∂

∂y

	
∂

∂x

	
∂f

∂x




=

∂3f

∂y∂x2
, etc...

y habrían2n posibles derivadas parciales de ordenn.

Ejemplos:

1. Verifica quez = ln(x2 + y2) satisface la ecuación de Laplace,
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= 0.

Como
∂z

∂x
=

2x

x2 + y2
,

∂z

∂y
=

2y

x2 + y2
,

por lo tanto

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

	
∂z

∂x



=
∂

∂x

	
2x

x2 + y2



=
2(y2 − x2)
(x2 + y2)2

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

	
∂z

∂y



=
∂

∂y

	
2y

x2 + y2



=
2(x2 − y2)
(x2 + y2)2

.

Así,
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
=
2(y2 − x2)
(x2 + y2)2

+
2(x2 − y2)
(x2 + y2)2

= 0.
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Capítulo 3 Diferenciación

2. Encuentra todas las derivadas parciales de segundo ordendeh(r, θ) = r3e−θ/2.

Como

hr(r, θ) = 3r2e−θ/2

hθ(r, θ) = −1
2
r3e−θ/2,

por lo tanto,

hrr(r, θ) =
∂

∂r
(hr) = 6re

−θ/2

hrθ(r, θ) =
∂

∂θ
(hr) = −

3

2
r2e−θ/2

hθr(r, θ) =
∂

∂r
(hθ) = −

3

2
r2e−θ/2

hθθ(r, θ) =
∂

∂θ
(hθ) =

1

4
r3e−θ/2.

3. Encuentra todas las derivadas parciales de segundo ordendef(x, y) = y ln

	
x

y



.

Conviene reescribirf como

f(x, y) = y (ln x− ln y)
Como

fx(x, y) = y

	
1

x



=
y

x

fy(x, y) = (ln x− ln y) + y
	
−1
y



= ln x− ln y − 1,

por lo tanto,

fxx(x, y) =
∂

∂x
(fx) = −

y

x2

fxy(x, y) =
∂

∂y
(fx) =

1

x

fyx(x, y) =
∂

∂x
(fy) =

1

x

fyy(x, y) =
∂

∂y
(fy) = −

1

y
.

Observamos que en los ejemplos 2 y 3 las derivadas mixtas son iguales
(hrθ = hθr y fxy = fyx). ¿Es éste un resultado general? El siguiente teorema
establece bajo qué condiciones se cumple esto.
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3.1 Derivadas parciales. Interpretación geométrica

Teorema sobre derivadas parciales mixtas.1 Si f(x, y) es una función de
claseC2 (dos veces diferenciable con continuidad) en una región abierta que
contiene al punto(x0, y0), entonces las derivadas parciales mixtas son iguales, esto
es,

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).

Demostración:

Seanx = x0 +∆x y y = y0 +∆y y considera la expresión

S(∆x,∆y) = f (x, y)− f (x, y0)− f (x0, y) + f (x0, y0) .

Manteniendoy0 y y fijos, definimos la función

g(x) = f (x, y)− f (x, y0) ,
de donde

S(∆x,∆y) = g (x)− g (x0) .
Por el teorema del valor medio para funciones de una variable, g (x) − g (x0) = g′(c) ∆x,
para algúnc entrex0 y x. Comog′(x) = fx (x, y)− fx (x, y0) , por lo tanto

S(∆x,∆y) = [fx (c, y)− fx (c, y0)]∆x.
Ahora definimos la función

h(y) = fx (c, y)− fx (c, y0) ,
conh(y0) = 0.Aplicando otra vez el teorema del valor medio,h (y) − h (y0) = h′(d) ∆y,
para algúnd entrey0 y y. Así,

S(∆x,∆y) = [h′(d)∆y] ∆x.

De la definición deh(y) se sigue queh′(y) = fxy (c, y) , de donde

S(∆x,∆y) = fxy (c, d)∆y∆x.

Comofxy es continua, se sigue que

fxy (x0, y0) = ĺım
(∆x,∆y)−→(0,0)

S(∆x,∆y)

∆x∆y
.

ComoS es simétrica en∆x y ∆y, de forma similar se demuestra quefyx (x0, y0)
está dada por la misma fórmula límite, lo que prueba el resultado.
1 Este teorema se atribuye a diversos autores, tales como Euler, Young, Clairaut, Schwarz.
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Capítulo 3 Diferenciación

Ejemplo:

Determinafyyyxx para la funciónf(x, y) = xey
2

.

Para determinarfyyyxx hay que encontrarfy, luegofyy, etc... Sin embargo,
para esta función resulta menos laborioso utilizar la igualdadfyyyxx = fxxyyy.
Comofx = ey

2

, por lo tantofxx = 0, de modo quefxxyyy = 0. Concluimos que
fyyyxx = 0.

La mayoría de las funciones de interés en economía satisfacen las hipótesis
del teorema de la igualdad de las derivadas parciales mixtas. En un problema
matemático general, esto no necesariamente sucede. Un ejemplo de ello es la
función

f(x, y) =





xy(x2−y2)
x2+y2

, (x, y) �= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0).

Es fácil demostrar que las segundas derivadas mixtasfxy y fyx son iguales en
todos los puntos del dominio, excepto en el origen. En este último punto, se tiene
fxy(0, 0) = −1, mientras quefyx(0, 0) = 1.

3.2 Diferenciabilidad. Linealización y diferenciales

Para comprender el concepto de diferenciabilidad para funciones de varias
variables, recordemos primero el caso de funciones de una variable.

Seaf : D ⊂ R→ R, cony = f(x). Seax0 ∈ D y considera el cambio

∆y = f(x0 +∆x)− f(x0)

def , al incrementarsex0 en un valor∆x = x− x0. Se dice quef esdiferenciable
enx0 si∆y está dado por

∆y = f ′(x0)∆x+ ε∆x,

dondeε→ 0 a medida que∆x→ 0. Geométricamente, esto significa que podemos
aproximar el cambio∆y en la altura de la curvay = f(x) por el cambiof ′(x0)∆x
obtenido a partir de la pendientef ′(x0) de la curva enx0, con un errorε∆x que
decrecea medida quex se acerca ax0.
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3.2 Diferenciabilidad. Linealización y diferenciales

En ese caso, podemos aproximar

∆y ∼= f ′(x0)∆x,
de modo que

f(x0 +∆x) ∼= f(x0) + f ′(x0)∆x.
El término del lado derecho de esta expresión se conoce como la linealización
L(x) def enx0,

L(x) = f(x0) + f
′(x0)∆x.

La ecuación
y = L(x) = f(x0) + f

′(x0)∆x
es una ecuación lineal de la formay = y0 + m(x − x0), cony0 = f(x0) y
m = f ′(x0), y representa la ecuación de larecta tangentea la curvay = f(x) en
el punto(x0, f(x0)) de esa curva.

Concluimos que una funciónf(x) es diferenciable en un punto si existe una recta
tangente a la curvay = f(x) en ese punto.

Ejemplo:

Analiza la diferenciabilidad de la funciónf(x) = ln(1 + x) en el puntox = 0.

La linealizaciónL(x) de la funciónf(x) = ln(1 + x) enx = 0 está dada por

L(x) = f(0) + f ′(0)(x− 0) = ln(1 + 0) + 1

1 + 0
(x− 0) = x,
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Capítulo 3 Diferenciación

de donde
ln(1 + x) ≃ x, cuandox ≃ 0.

Así, f es diferenciable enx = 0, ya que posee una recta tangente en el punto
(0, 0) dada pory = x.

Por último, para valores muy pequeños de∆x los incrementos se convierten en
diferenciales,∆x ≈ dx,∆y ≈ dy, de modo que el resultado∆y ∼= f ′(x0)∆x
conduce a la expresión familiar para la diferencial dey, dada por

dy = f ′(x0) dx.

A continuación generalizamos los resultados anteriores alcaso de funciones de
dos variables.

Definición. Seaf : D ⊂ R2 → R, conz = f(x, y). Sea(x0, y0) un punto
interior deD y considere el cambio

∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)
def , al incrementarsex0 en un valor∆x = x− x0 y y0 en un valor∆y = y − y0.
Se dice quef esdiferenciableen(x0, y0) si fx(x0, y0) y fy(x0, y0) existen y si el
cambio∆z satisface una ecuación de la forma

∆z = fx(x0, y0)∆x+ fy(x0, y0)∆y + ε1∆x+ ε2∆y,

en dondeε1, ε2 → 0 cuando∆x,∆y → 0.

Esto significa que podemos aproximar el cambio∆z en la altura de la superficie
z = f(x, y) por la suma de los cambiosfx(x0, y0)∆x + fy(x0, y0)∆y obtenidos a
partir de las derivadas parciales en(x0, y0), con un errorε1∆x+ ε2∆y que decrece
a medida que(x, y) se acerca a(x0, y0).
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En ese caso, podemos aproximar

∆z ∼= fx(x0, y0)∆x+ fy(x0, y0)∆y,
de modo que

f(x0 +∆x, y0 +∆y) ∼= f(x0, y0) + fx(x0, y0)∆x+ fy(x0, y0)∆y.
El término de la derecha se conoce como la linealizaciónL(x, y) def en(x0, y0).

Definición. La linealizaciónL(x, y) de una función diferenciablef(x, y) en un
punto(x0, y0) de su dominio es la función

L(x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

La ecuación

z = L(x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)
es una ecuación lineal de la formaz = z0 + a(x − x0) + b(y − y0), con
z0 = f(x0, y0), a = fx(x0, y0) y b = fy(x0, y0), de modo que representa un
plano. Nota que la intersección de este plano con el planoy = y0 es la recta
z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0), que es tangente a la superficiez = f(x, y) en
el punto(x0, y0, f(x0, y0)). Asimismo, la intersección de este plano con el plano
x = x0 es la rectaz = f(x0, y0) + fy(x0, y0)(y − y0), que también es tangente a la
superficiez = f(x, y) en el punto(x0, y0, f(x0, y0)). De esta manera, la ecuación

z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)
es la ecuación delplano tangentea la superficiez = f(x, y) en el punto
(x0, y0, f(x0, y0)) de esa superficie.

Concluimos que una funciónf(x, y) es diferenciable en un punto si existe un plano
tangente a la superficiez = f(x, y) en ese punto.

Ejemplo:

Analiza la diferenciabilidad de la funciónf(x, y) = x2 − xy + 1
2
y2 + 3 en el

punto(x0, y0) = (3, 2).
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Capítulo 3 Diferenciación

Encontremos la linealizaciónL(x, y) de la funciónf en(x, y) = (3, 2). Como

f(x, y) = x2 − xy + 1
2
y2 + 3, fx(x, y) = 2x− y, fy(x, y) = −x+ y,

por lo tantof(3, 2) = 8, fx(3, 2) = 4, fy(3, 2) = −1, de modo que,

z = L(x, y) = f(3, 2) + fx(3, 2)(x− 3) + fy(3, 2)(y − 2)
= 8 + 4(x− 3)− 1(y − 2) = 4x− y − 2.

Así, f es diferenciable en(3, 2), ya que posee un plano tangente en el punto
(3, 2, 8), dado por su linealización,z = 4x− y − 2.

Por último, para valores muy pequeños de∆x y ∆y los incrementos se
convierten en diferenciales,∆x ≈ dx,∆y ≈ dy, ∆z ≈ dz, de modo que
el resultado∆z ∼= fx(x0, y0)∆x + fy(x0, y0)∆y conduce a la expresión
dz = fx(x0, y0)dx+ fy(x0, y0)dy,conocida como la diferencial total.

Definición. La diferencial totaldz de una función diferenciablez = f(x, y) en
un punto interior(x0, y0) de su dominio está dada por

dz = fx(x0, y0)dx+ fy(x0, y0)dy.

La diferencial total puede utilizarse paraaproximarel cambio en el valor def
cuando el punto(x0, y0) cambia a un valor cercano(x0 +∆x, y0 +∆y), mediante

∆z ≈ fx(x0, y0)∆x+ fy(x0, y0)∆y.
Ejemplos:

1. Seaz = f(x, y), conf(x, y) = x2e3y. Encuentra la diferencial totaldz en el
punto(1, 0). Utiliza ésta para estimar el cambio enz cuandox disminuye, de
x = 1 ax = 0.99, y y se incrementa, dey = 0 ay = 0.02.

Como
fx(x, y) = 2xe

3y y fy(x, y) = 3x
2e3y,

por lo tanto,fx(1, 0) = 2 y fy(1, 0) = 3. De este modo, la diferencial total def
está dada por

dz = 2dx+ 3dy.
En el punto inicial la función tiene un valorz = f(1, 0) = 1. Al disminuir x en
∆x = 0.99 − 1 = −0.01 y al incrementarsey en∆y = 0.02 − 0 = 0.02, la
función cambia aproximadamente en

∆z ≈ 2 ∆x+ 3 ∆y = 2(−0.01) + 3(0.02) = 0.04.
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3.3 Regla de la cadena

En otras palabras,z cambia de1 a 1.04, aproximadamente. Nota que el cambio
exacto dez es

∆zexacto = (0.99)
2e3(0.02) − (1)2e3(0) = 0.0407.

2. SeaQ = P (L,K) la producción, conP (L,K) = 4L1/4K3/4. Aproxima el
efecto que tendría sobre la producción que el trabajo disminuya, deL0 = 625 a
L = 623, y el capital se incremente, deK0 = 10 000 aK = 10 010.

La diferencial totaldQ en los niveles iniciales(L0,K0) = (625, 10 000) es

dQ = PL(625, 10 000) dL+ PK(625, 10 000) dK.

Los productos marginales están dados por

PL(L,K) =

	
K

L


3/4
y PK(L,K) = 3

	
L

K


1/4
,

de modo quePL(625, 10 000) = 8 y PK(625, 10 000) = 1.5. Así, la diferencial
total deQ en(625, 10 000) es

dQ = 8 dL− 1.5 dK.
Esta expresión permite aproximar el cambio enQ ante un pequeño cambio en
los insumos(L,K) alrededor de(625, 10 000), mediante

∆Q ≈ 8 ∆L−−1.5 ∆K.
Tomando en cuenta que∆L = −2 y ∆K = 10, por lo tanto

∆Q ≈ 8(−2) + 1.5(10) = −1.
Así,Q decrece aproximadamente en1. Nota que el cambio exacto es

∆Qexacto = P (623, 10 010)− P (625, 10 000)
= 19 998.967− 20 000 = −1.033.

3.3 Regla de la cadena

En esta sección mostramos cómo se generaliza la regla de la cadena para la
derivada de la composición de funciones de varias variables. Para tal fin, nos
ayudamos con los llamadosdiagramas de árbol, que son esquemas en los que
se especifica la dependencia que guardan entre sí las variables involucradas. A
continuación, ilustramos la regla de la cadena a través de varios ejemplos. En cada
caso, la figura de la izquierda representa el diagrama de árbol correspondiente y la
figura de la derecha muestra la dependencia final dez, sin tomar en cuenta a las
variables intermedias.
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A) Seaz = f(x, y), conx = g(t), y = h(t).

∴
dz

dt
=
∂f

∂x

dg

dt
+
∂f

∂y

dh

dt

Esta expresión, o equivalentemente
dz

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
, se denomina la

derivada totalde z con respecto at. Compara ésta con la diferencial total

dz =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy de la sección 3.2. Nota que la derivada total

dz

dt
se puede

expresar como un producto de matrices, de la forma

dz

dt
=

	
∂f

∂x

∂f

∂y






dg

dt
dh

dt


 .

B) Seaz = f(x, y, t), conx = g(t), y = h(t).

∴
dz

dt
=
∂f

∂x

dg

dt
+
∂f

∂y

dh

dt
+
∂f

∂t

o bien

dz

dt
=

	
∂f

∂x

∂f

∂y

∂f

∂t






dg

dt
dh

dt

1



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C) Seaz = f(x, y), conx = g(t, s), y = h(t, s).

∴
∂z

∂t
=
∂f

∂x

∂g

∂t
+
∂f

∂y

∂h

∂t

∂z

∂s
=
∂f

∂x

∂g

∂s
+
∂f

∂y

∂h

∂s

o bien

	
∂z

∂t

∂z

∂s



=

	
∂f

∂x

∂f

∂y






∂g

∂t

∂g

∂s
∂h

∂t

∂h

∂s




D) Seaz = f(x, y), conx = g(t), y = h(t, s).

∴
∂z

∂t
=
∂f

∂x

dg

dt
+
∂f

∂y

∂h

∂t

∂z

∂s
=
∂f

∂y

∂h

∂s

o bien

	
∂z

∂t

∂z

∂s



=

	
∂f

∂x

∂f

∂y






dg

dt
0

∂h

∂t

∂h

∂s




E) Seaz = f(x), conx = g(t, s).

∴
∂z

∂t
=
df

dx

∂g

∂t

∂z

∂s
=
df

dx

∂g

∂s

o bien
	
∂z

∂t

∂z

∂s



=

	
df

dx


	
∂g

∂t

∂g

∂s
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F) Seaz = f(x, t), conx = g(t, s).

∴
∂z

∂t
=
∂f

∂x

∂g

∂t
+
∂f

∂t

∂z

∂s
=
∂f

∂x

∂g

∂s

o bien

	
∂z

∂t

∂z

∂s



=

	
∂f

∂x

∂f

∂t




∂g

∂t

∂g

∂s

1 0




Con este procedimiento podemos obtener la regla de la cadenapara cualquier
otro caso. Sólo debes tener cuidado en el uso correcto de derivadas ordinarias
(d/dt) o de derivadas parciales (∂/∂t) en cada etapa del proceso de derivación.

Ejemplos:

1. Seaz = f(x, y) = xy, dondex = g(t) = cos t y y = h(t) = sent. Encuentra
dz/dt.

Primero notamos que∂f/∂x = y y ∂f/∂y = x, de modo que

dz

dt
=
∂f

∂x

dg

dt
+
∂f

∂y

dh

dt
= y

dg

dt
+ x

dh

dt
.

Por otra parte, comodg/dt = −sent y dh/dt = cos t, por lo tanto,

dz

dt
= (sent)(−sent) + (cos t)(cos t) = −sen2t+ cos2 t.

Nota que hubieras obtenido el mismo resultado al sustituirx = cos t y y = sent
enz = xy y luego derivar el producto respecto at.

2. SeaQ = P (L,K) una función de producción, donde el trabajoL(t) y el capital
K(t) son funciones del tiempot. Encuentra una expresión que establezca cómo
cambia la producción en el tiempo,dQ/dt.

Este caso es similar al anterior. Sin embargo, aquí desconocemos la dependencia
explícita de las variables, de modo que sólo se tiene el resultado general

dQ

dt
=

∂P

∂L

dL

dt
+
∂P

∂K

dK

dt

= PL
dL

dt
+ PK

dK

dt
.
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3. SeaQ = P (L,K, t) una función de producción que depende del tiempo, no
sólo indirectamente, a través del trabajo y el capital,L(t) y K(t), sino también
directamente (un ejemplo de esto seríaQ = A(t)L1/2K1/2). Encuentra una
expresión paradQ/dt.

Aquí sólo hay que agregar el término∂P/∂t al resultado anterior, quedando

dQ

dt
=

∂P

∂L

dL

dt
+
∂P

∂K

dK

dt
+
∂P

∂t

= PL
dL

dt
+ PK

dK

dt
+
∂P

∂t
.

4. Determina∂xc/∂px, si

xc(px, py, u) = x
M(px, py, I), conI = E(px, py, u).

En este caso, se tiene

∂xc

∂px
=
∂xM

∂px
+
∂xM

∂I

∂E

∂px
,

que es conocida como la ecuación de Slutsky.

3.4 Diferenciación implícita

Seguramente recuerdas cómo obtener la derivadady/dx cuandoy y x están
relacionadas a través de una función implícitaF (x, y) = 0. Por ejemplo,
determinemosdy/dx en la ecuación

xexy + y − 1 = 0,
que define implícitamente ay como función dex. Para ello, derivas ambos lados
respecto ax, obteniendo

x · exy
	
x · dy
dx
+ y · 1



+ exy · 1 + dy

dx
= 0

∴
dy

dx
·
�
x2exy + 1

�
= −xyexy − exy

∴
dy

dx
= −xye

xy + exy

x2exy + 1
.
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Capítulo 3 Diferenciación

En el caso de una ecuación implícita de la formaF (x, y, z) = 0, para obtener
las derivadas parciales∂z/∂x y ∂z/∂y puedes seguir un procedimiento similar al
anterior Por ejemplo, consideremos la ecuación

yz − ln z = x+ y,
que define az como una función implícita, diferenciable, dex y y. Para encontrar
∂z/∂x derivamos la ecuación respecto ax, tomando ay fija, con lo cual se obtiene

y · ∂z
∂x
− 1
z
· ∂z
∂x

= 1

∂z

∂x

	
y − 1

z



= 1

∂z

∂x
=

z

yz − 1 .
La derivada∂z/∂y se obtendría de manera análoga, obteniendo

∂z

∂y
=
z(1− z)
yz − 1 .

A continuación presentamos una técnica alternativa para obtener estas derivadas
parciales, de una manera más simple, utilizando la regla de la cadena.

Caso 1.Queremos encontrar la derivadady/dx, suponiendo que la ecuación
F (x, y) = 0 define ay como una función implícita, diferenciable, dex. Para ello,
vamos a suponer queF (x, y) = 0 es la curva de nivelz = 0 de una función
z = F (x, y) enR3. Así,

z = F (x, y) = 0

∴
dz

dx
=
∂F

∂x
+
∂F

∂y

dy

dx
= 0

∴ Fx + Fy
dy

dx
= 0

∴
dy

dx
= −Fx

Fy
.

Teorema.Si F (x, y) es diferenciable, y la ecuaciónF (x, y) = 0 define ay
como una función implícita, diferenciable, dex, entonces

dy

dx
= −Fx

Fy
,

en todos los puntos de la curvaF (x, y) = 0 en dondeFy �= 0.
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Ejemplos:

1. Determina bajo qué condiciones la relaciónx2 + y2 = 1 define ay como una
función diferenciable dex, y en ese caso encuentrady/dx.

SeaF (x, y) = x2 + y2 − 1. La relaciónF (x, y) = x2 + y2 − 1 = 0 define ay
como función implícita, diferenciable, dex cuandoFy = 2y �= 0, es decir, en
todos los puntos de la circunferencia en dondey �= 0. En ese caso,

dy

dx
= −Fx

Fy

= −2x
2y
= −x

y
.

Así, por ejemplo, la derivada
dy

dx
en el puntoP

�
1/
√
2,1/
√
2
�

es

dy

dx

����
P

= −1/
√
2

1/
√
2
= −1.

Notamos que en los puntos cony = 0 la derivada se indetermina, de modo que
ahíy no es función diferenciable dex.

2. Determina bajo qué condiciones la relaciónxexy + y − 1 = 0 define ay como
una función diferenciable dex, y en ese caso encuentrady/dx.

DefinimosF (x, y) = xexy + y − 1, de modo queFx = xye
xy + exy y

Fy = x
2exy + 1. La relaciónF (x, y) = xexy + y − 1 = 0 define ay como

una función diferenciable dex en aquellos puntos sobre la curva tales que
Fy = x

2exy + 1 �= 0 (que en este caso siempre se cumple). En ese caso,

dy

dx
= −Fx

Fy

= −xye
xy + exy

x2exy + 1
.

3. Demuestra que, a lo largo de una isocuantaP (L,K) = Q0 (Q0 =const) de una

función de producciónQ = P (L,K) se cumple la relación−dK
dL

=
PL

PK
(tasa

marginal de sustitución técnica).
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Capítulo 3 Diferenciación

SeaF (L,K) = P (L,K) − Q0. La relaciónF (L,K) = P (L,K) − Q0 = 0
define aK como una función diferenciable deL, siFK = PK �= 0. En ese caso,

dK

dL
= −FL

FK
= −PL

PK
.

Caso 2.Queremos encontrar las derivadas parciales∂z/∂x y ∂z/∂y, si la
ecuaciónF (x, y, z) = 0 define az como una función implícita, diferenciable, dex
y y. Para ello, vamos a suponer queF (x, y, z) = 0 es la superficie de nivelw = 0
de una funciónw = F (x, y, z) enR4. Así,

w = F (x, y, z) = 0

∴
∂w

∂x
=
∂F

∂x
+
∂F

∂z

∂z

∂x
= Fx + Fz

∂z

∂x
= 0

∂w

∂y
=
∂F

∂y
+
∂F

∂z

∂z

∂y
= Fy + Fz

∂z

∂y
= 0

∴
∂z

∂x
= −Fx

Fz
,

∂z

∂y
= −Fy

Fz
.

Teorema.Si F (x, y, z) es diferenciable, y la ecuaciónF (x, y, z) = 0 define az
como una función implícita, diferenciable, dex y y, entonces

∂z

∂x
= −Fx

Fz
,

∂z

∂y
= −Fy

Fz
,

en todos los puntos de la superficieF (x, y, z) = 0 en dondeFz �= 0.

Este teorema permite determinar fácilmente las derivadas parciales∂z/∂x y
∂z/∂y en una relación implícitade la formaF (x, y, z) = 0, siempre y cuandoF
sea diferenciable y su derivada parcialFz no se anule en el punto(x, y, z). Este
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3.4 Diferenciación implícita

resultado es muy útil, ya que podemos encontrar las derivadas∂z/∂x y ∂z/∂y sin
necesidad de conocer la funciónz(x, y).

Ejemplos:

1. Determina bajo qué condiciones la relaciónyz − ln z = x+ y define az como
una función diferenciable dex y y. En ese caso, encuentra∂z/∂x y ∂z/∂y.

DefinimosF (x, y, z) = yz − ln z − x− y. Así,F (x, y, z) = yz − ln z = x+ y
define az como una función diferenciable dex y y en todos los puntos(x, y, z)
tales queFz = y − 1/z �= 0, es decir, en todos los puntos de la superficie en
dondeyz − 1 �= 0. En ese caso,

∂z

∂x
= −Fx

Fz

= −
	 −1
y − 1/z



=

z

yz − 1 ,

∂z

∂y
= −Fy

Fz
= −

	
z − 1
y − 1/z



=
z(1− z)
yz − 1 .

2. Determina si3xeyz − yexz − 1 = 0 define az como una función diferenciable
dex y y, en el puntoP (1, 2, 0). De ser así, calcula∂z/∂x y ∂z/∂y enP .

DefinimosF (x, y, z) = 3xeyz − yexz − 1. ComoFz(x, y, z) = 3xye
yz − xyexz,

por lo tantoFz(1, 2, 0) = 4 �= 0, de modo que la relación3xeyz − yexz − 1 = 0
sí define az como una función diferenciable dex y y cerca del puntoP (1, 2, 0).
Finalmente, como

∂z

∂x
= −Fx

Fz

= − 3eyz − yzexz
xy (3eyz − exz) ,

∂z

∂y
= −Fy

Fz
= − 3xzeyz − exz

xy (3eyz − exz) ,
por lo tanto

∂z

∂x

����
P

= −3
4

y
∂z

∂y

����
P

=
1

4
.

3. SeanD(p,w) y S(p, t) las funciones de demanda (D) y de oferta (S) de un
bien, en términos del preciop de éste en el mercado, el salariow y el impuesto
t sobre el producto, y en donde sus derivadas parciales satisfacenDp < 0,
Dw > 0, Sp > 0 y St < 0. Si en el equilibrio se cumpleD(p, w) = S(p, t),
determina bajo qué condiciones la relación de equilibrio define ap como una
función diferenciable de las variablesw y t, y en ese caso encuentra expresiones
para∂p/∂w y ∂p/∂t.
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Capítulo 3 Diferenciación

Podemos escribir la condición de equilibrio comoD(p, w) − S(p, t) = 0,
de modo que definimosF (p,w, t) = D(p, w) − S(p, t). Así, la relación
D(p, w)−S(p, t) = 0 define ap como una función diferenciable de las variables
w y t, en los puntos tales queFp(p, w, t) = Dp(p,w)− Sp(p, t) �= 0, es decir, en
todos los puntos en dondeDp(p, w) �= Sp(p, t). En ese caso,

∂p

∂w
= −Fw

Fp
= − Dw

Dp − Sp
=

Dw

Sp −Dp
> 0,

∂p

∂t
= −Ft

Fp
= − (−St)

Dp − Sp
=

St
Dp − Sp

> 0.

Es interesante notar cómo hemos podido deducir este resultado general, aun sin
conocer la forma explícita de las funciones de demanda y de oferta.

En el caso general de una ecuación que relaciona a más de tres variables el
teorema de la función implícita se generaliza de la siguiente manera.

Teorema. Si F (x1, x2, . . . , xn, w) es diferenciable, y la ecuación
F (x1, x2, . . . , xn, w) = 0 define aw como una función implícita, diferen-
ciable, dex1, x2, . . . , xn, entonces

∂w

∂xi
= −Fxi

Fw
, i = 1, 2, . . . , n,

en todos los puntos de la hipersuperficieF (x1, x2, . . . , xn, w) = 0 para los cuales

Fw �= 0.

3.5 Derivada direccional y vector gradiente. Recta normal yplano
tangente

En la sección 3.1 definimos el concepto de derivada parcial deuna función
f como la razón de cambio instantánea def con respecto a cada una de sus
variables independientes, manteniendo las otras fijas. Para una funciónf(x, y)
de dos variables, la derivada parcial∂f/∂x representa la derivada def en la
dirección̂ı, mientras que∂f/∂y es la derivada def en dirección̂. A continuación
generalizamos el concepto de derivada def, tomando en cuenta cambios
simultáneos entre sus variables independientes, esto es, en cualquier dirección
arbitraria del planoxy. A esto se le conoce como la derivada direccional def .
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La derivada direccional(Dûf)P0 de una funciónz = f(x, y) en un punto
P0(x0, y0) de su dominio representa la razón de cambio def a lo largo de una
dirección arbitrariâu en el planoxy, a partir deP0.

Para calcular(Dûf)P0 es necesario determinar el cambio que experimenta la
función z = f(x, y) cuando el puntoP0(x0, y0) se mueve en línea rectaen la
direcciónû = u1ı̂+ u2̂ hacia otro punto cercanoP (x, y), con

x = x0 + u1s

y = y0 + u2s, s ∈ R.

Definición. La derivada direccional(Dûf)P0 de una función diferenciable
f en un puntoP0(x0, y0) de su dominio, en la dirección del vector unitario
û = u1ı̂ + u2̂, es el número

(Dûf)P0 =

	
df

ds




û,P0

= ĺım
s→0

f(x0 + su1, y0 + su2)− f(x0, y0)
s

,

siempre que este límite exista.

El cálculo de la derivada direccional a partir de la definición anterior no
resulta práctico en general (puedes ver un ejemplo en el Thomas-Finney). Para
reescribir la derivada(df/ds)û,P0 en términos de una expresión más fácil de
calcular utilizaremos la regla de la cadena. Tomando en cuenta quez = f(x, y),
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Capítulo 3 Diferenciación

conx = x(s) = x0 + u1s y y = y(s) = y0 + u2s„ se tiene

(Dûf)P0 =

	
df

ds




û,P0

=

	
∂f

∂x




P0

dx

ds
+

	
∂f

∂y




P0

dy

ds
,

=

	
∂f

∂x




P0

u1 +

	
∂f

∂y




P0

u2

=

�	
∂f

∂x




P0

ı̂+

	
∂f

∂y




P0

̂

�
· (u1ı̂+ u2̂) .

Esta última expresión puede simplificarse, introduciendo la definición de vector
gradiente def.

Definición. El gradientede una función diferenciablef(x, y) en cada punto
interior de su dominio es el vector

∇f(x, y) = ∂f(x, y)
∂x

ı̂ +
∂f(x, y)

∂y
̂.

El símbolo∇ se conoce como “nabla” y la notación∇f se lee “gradiente def”
o “nabla def”. En términos de este vector, la derivada direccional se simplifica
como lo establece el siguiente teorema.

Teorema.Si las derivadas parciales def(x, y) están definidas en el punto
P0(x0, y0), entonces

(Dûf)P0 = ∇f(x0, y0) · û .

Nota que en los casos particularesû = ı̂ o û = ̂ la derivada direccional se
convierte en las derivadas parciales, es decir,

(Dı̂f)P0 =

	
∂f

∂x




P0

, (D̂f)P0 =

	
∂f

∂y




P0

.
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Ejemplos:

1. Calcula el vector gradiente de la funciónf(x, y) = xey en el puntoP0(3, 0).
Comofx(x, y) = ey y fy(x, y) = xey, por lo tanto el vector gradiente∇f en
cada punto(x, y) está dado por

∇f(x, y) = ey ı̂+ xey ̂.
De esta manera, el vector gradiente def en el puntoP0(3, 0) es

∇f(3, 0) = ı̂+ 3̂.

2. Calcula la derivada direccional def(x, y) = xey en el puntoP0(3, 0), en la
dirección del vector

−→
A = 4ı̂− 3̂.

De acuerdo con el ejercicio anterior,∇f(3, 0) = ı̂+3̂. Por otra parte, el vector
unitario de�A es

Â =
�A���

��� �A
���
���
=
4

5
ı̂− 3

5
̂.

De esta manera, la derivada direccional def en el puntoP0 en la dirección del
vector �A está dada por

(DÂf)P0 = ∇f(3, 0) · Â = ( ı̂+ 3̂) ·
	
4

5
ı̂− 3

5
̂



=
4

5
− 9
5
= −1.

Esto significa que, al cambiar el puntoP0 hacia otro punto muy cercano en la
dirección deÂ, la funciónf decrece aproximadamente en1 unidad.

Significado geométrico del gradiente

De acuerdo con su definición, el gradiente de una función enR
3 es un vector

enR2, esto es, el gradiente def es un vector que habita en el dominio def . Este
vector tiene un significado geométrico muy interesante, como se describe en los
dos teoremas enunciados a continuación.

Teorema 1. Seaz = f(x, y) una superficie enR3. En cada punto interior
P (x0, y0) del dominio def , el gradiente∇f(x0, y0) es un vector perpendicular a la
curva de nivel def que contiene aP .
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Capítulo 3 Diferenciación

Demostración:

Supongamos que cada curva de nivelf(x, y) = c0 de la funciónf puede
escribirse en forma paramétrica como

−→r (t) = g(t) ı̂ + h(t) ̂,
en dondex = g(t) y y = h(t).

Así, la curva de nivelf(x, y) = c0 obedece la ecuación

f(g(t), h(t)) = c0.

Derivando ambos lados de esta ecuación con respecto al parámetrot, se tiene

d f(g(t), h(t))

dt
=
d c0
dt

= 0

∴
∂f

∂x

dg

dt
+
∂f

∂y

dh

dt
= 0

∴

	
∂f

∂x
ı̂+
∂f

∂y
̂



·
	
dg

dt
ı̂+
dh

dt
̂



= 0

es decir,

∇f · d�r
dt
= 0.

De esta manera, el gradiente∇f en cada punto�r es perpendicular al vectord�r/dt,
que es tangente a la curva de nivel en ese punto. En otras palabras, el gradiente
∇f(x0, y0) es un vector perpendicular a la curva de nivel def que contiene aP .
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3.5 Derivada direccional y vector gradiente. Recta normal yplano tangente

Ejemplo:

Encuentra un vector perpendicular a la curva de nivelz = 1 de la función
f(x, y) = x2 + y2 en los puntosP (1, 0),Q(1/

√
2, 1/
√
2) y R(0, 1).

El gradiente de la función en cada punto de su dominio es el vector

∇f(x, y) = 2x ı̂+ 2y ̂.
Por lo tanto, un vector perpendicular a la curva de nivelx2 + y2 = 1 def en los
puntosP ,Q y R es, respectivamente,

∇f |P = 2 ı̂, ∇f |Q =
2√
2
ı̂ +

2√
2
̂, ∇f |R = 2 ̂.

Teorema 2. Seaz = f(x, y) una superficie enR3, y seaf(x, y) = c0 la curva
de nivel def que contiene al punto interiorP (x0, y0) del dominio def . Entonces
el vector∇f |(x0,y0) apunta en la dirección en la quef crece más rápidamente a
partir del puntoP (x0, y0).

Demostración:

Reescribimos la derivada direccionalDûf como

Dûf = ∇f · û = ||∇f || ||û|| cos θ = ||∇f || cos θ,
en dondeθ es el ángulo entre el vector∇f, que en cada punto es un vector fijo, y
el vector de dirección̂u, que es arbitrario. ComoDûf está dado por un producto
escalar, su valor y su signo dependen del ángulo entre estos dos vectores. Así, para
ángulos entre0 y π/2 la derivada direccional es positiva y para ángulos entreπ/2
y π ésta es negativa. Si el ángulo relativo esπ/2, la derivada direccional es cero;
esto significa que la funciónf no cambia en la dirección perpendicular al gradiente
∇f, es decir, a lo largo de una curva de nivel def .
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De lo anterior se desprende que

− ||∇f || ≤ Dûf ≤ ||∇f || .
De esta manera, el valor máximodeDûf está dado por||∇f ||, y éste se alcanza
cuandoû apunta en la misma dirección y sentido(θ = 0) que el gradiente∇f .

Correspondientemente, el valor mínimodeDûf está dado por− ||∇f ||, y éste se
alcanza cuandôu apunta en el sentido opuesto(θ = π) que el gradiente∇f .

Así, el gradiente de una funciónf en un punto dado apunta hacia la dirección de
máximo crecimiento def en ese punto.

Ejemplos:

1. Encuentra la dirección en la que la funciónf(x, y) = xey, en el puntoP (3, 0):
i) crece más rápidamente, ii) decrece más rápidamente.

i) En el puntoP (3, 0) la función crece más rápidamente en la dirección del
vector∇f(3, 0) = ı̂+ 3̂, que está dada por̂u = 1√

10
ı̂ + 3√

10
̂.

ii) En el puntoP (3, 0) la función decrece más rápidamente en la dirección del
vector−∇f(3, 0) = − ı̂− 3̂, que está dada por−û = − 1√

10
ı̂− 3√

10
̂.
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2. Encuentra la dirección en la cual la funciónf(x, y) = 2 − x2 − y2 crece más
rápidamente en el puntoP (1, 1). Ilustra tu resultado gráficamente.

En el puntoP (1, 1) la función crece más rápidamente en la dirección del vector
∇f(x, y)|(1,1) = −2x ı̂− 2y ̂|(1,1) = −2 ı̂− 2 ̂, dada por

û = − 2√
8
ı̂− 2√

8
̂ = − 1√

2
ı̂− 1√

2
̂.

ComoP (1, 1) está en la curva de nivelx2 + y2 = 2 de la función
(correspondiente az = 0), el resultado anterior muestra que en ese punto la
función crece más rápidamente en la dirección perpendicular hacia adentro.

3. Encuentra la dirección en la cual la funciónf(x, y) = x2 + y2 crece más
rápidamente en el puntoP (1, 1). Ilustra tu resultado gráficamente.

En el puntoP (1, 1) la función crece más rápidamente en la dirección del vector
∇f(x, y)|(1,1) = 2x ı̂+ 2y ̂|(1,1) = 2 ı̂+ 2 ̂, dada por

û =
2√
8
ı̂+

2√
8
̂ =

1√
2
ı̂+

1√
2
̂.

ComoP (1, 1) está en la curva de nivelx2 + y2 = 2 de la función
(correspondiente az = 2), el resultado anterior muestra que en ese punto la
función crece más rápidamente en la dirección perpendicular hacia afuera.
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4. Encuentra la dirección de máximo crecimiento de una función de utilidad de la
formau(x, y) = x1/2y1/2, x, y > 0, en cada punto de sus curvas de indiferencia.
Ilustra tu resultado.

Para cada canasta(x, y), el gradiente de la funciónu está dado por el vector

∇u(x, y) = 1

2

�y
x

�1/2
ı̂+

1

2

	
x

y


1/2
̂,

cuyas componentes son ambas positivas. Así, para cada curvade indiferencia
x1/2y1/2 = u0 el vector gradiente∇u en cada punto apunta en la dirección
perpendicular mostrada en la figura.

Recta normal y plano tangente

Generalizando los resultados anteriores, en el caso de una función diferenciable
f : S ⊂ Rn → R enRn+1, dada porw = f(x1, . . . , xn), el gradiente∇f en cada
punto(x1, . . . , xn) ∈ S es el vector

∇f =
	
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn



.

Este vector enRn es perpendicular a los conjuntos de nivel def , dados por
f(x1, . . . , xn) = c, que también habitan enRn. En particular, en el tema anterior
vimos que para una superficiez = f(x, y) enR3 el vector∇f es perpendicular a
sus curvas de nivel,f(x, y) = c, enR2.

Siguiendo con este razonamiento, para una hipersuperficiew = f(x, y, z) enR4

el vector∇f será perpendicular a sus superficies de nivel,f(x, y, z) = c, enR3.
Este hecho puede utilizarse para encontrar un vector normala una superficie dada,
invirtiendo el argumento, de la siguiente manera. Nos interesa encontrar un vector
que sea perpendicular a una cierta superficie

z = f(x, y).
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Para ello, basta con suponer que la superficiez = f(x, y) enR3 es el conjunto de
nivelw = 0 de la hipersuperficie

w = f(x, y)− z
enR4, de modo que un vector normal a la superficie original sería, precisamente,

∇w = (wx, wy, wz) = (fx, fy,−1).

Teorema. Un vector normal a la superficiez = f(x, y) enR3 es el vector
(fx, fy − 1).

A partir de este teorema podemos encontrar fácilmente las ecuaciones del plano
tangente y de la recta normal a cualquier superficiez = f(x, y) enR3, en cualquier
puntoP0(x0, y0, z0) de la superficie.

Así, siz = f(x, y) representa una superficie enR3. Entonces:

i) La ecuación del plano tangentea la superficie en el puntoP0(x0, y0, z0) es

fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)− (z − z0) = 0.

ii) La ecuación de la recta normala la superficie en el puntoP0(x0, y0, z0) es

x = x0 + fx(x0, y0) t,

y = y0 + fy(x0, y0) t,

z = z0 − t , t ∈ R.
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Nota que la ecuación del plano tangente en el inciso i) puede también escribirse
como

z = z0 + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)
o, equivalentemente, como

z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0),
que es precisamente la linealizaciónL(x, y) de la funciónz = f(x, y) en el punto
(x0, y0), que estudiamos con anterioridad.

Ejemplo:

Encuentra las ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la superficie
z = f(x, y), conf(x, y) = 9− x2 − y2, en el punto(1, 2, 4).

En este caso,fx(x, y) = −2x y fy(x, y) = −2y, de modo quefx(1, 2) = −2
y fy(1, 2) = −4. Por lo tanto, el vector normal a la superficie en el punto
dado es(−2,−4,−1). De esta manera, la ecuación del plano tangente es
−2(x− 1)− 4(y − 2)− (z − 4) = 0,o bien

2x+ 4y + z = 14.

Por otra parte, la ecuación de la recta normal es

x = 1− 2 t, y = 2− 4 t, z = 4− t , t ∈ R.

Para finalizar esta sección, cabe señalar que un razonamiento análogo a este
último puede aplicarse para encontrar las ecuaciones de la recta tangente y la recta
normal a una curva enR2, así como las del hiperplano tangente y la recta normal a
una hipersuperficie enRn+1, conn ≥ 3.

3.6 Funciones homogéneas. Teorema de Euler

Definición. Se dice que una funciónf(x1, x2, . . . , xn) eshomogénea de grado ksi
satisface

f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λ
kf(x1, x2, . . . , xn), λ ∈ R+.
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Ejemplos:

1. La funciónf(x) = x2 es homogénea de grado 2, ya que

f(λx) = (λx)2 = λ2x2 = λ2f(x).

2. La funciónf(x) = x−1 es homogénea de grado−1, ya que

f(λx) = (λx)−1 = λ−1x−1 = λ−1f(x).

3. La funciónf(x) = 2 es homogénea de grado0, ya que

f(λx) = 2 = λ0 · 2 = λ0f(x).
4. La funciónf(x) = x2 + 2x no es homogénea, ya que

f(λx) = (λx)2 + 2(λx) = λ2x2 + 2λx �= λkf(x).
5. La funciónf(x, y) = x2y es homogénea de grado 3, ya que

f(λx, λy) = (λx)2 (λy) = λ3
�
x2y

�
= λ3f(x, y).

6. La funciónf(x, y) =
x3

xy + y2
es homogénea de grado 1, ya que

f(λx, λy) =
(λx)3

(λx) (λy) + (λy)2
=

λ3x3

λ2xy + λ2y2
= λ

x3

xy + y2
= λf(x, y).

7. La funciónf(x, y) = ex/y es homogénea de grado 0, ya que

f(λx, λy) = e(λx)/(λy) = ex/y = λ0ex/y = λ0f(x, y).

8. La funciónf(x, y) =
x3

xy + y
no es homogénea, ya que

f(λx, λy) =
(λx)3

(λx) (λy) + (λy)
=

λ3x3

λ2xy + λy
�= λkf(x, y).

9. Las funciones de producción (utilidad) tipo Cobb-Douglas f(x, y) = xαyβ son
homogéneas de gradoα+ β, ya que

f(λx, λy) = (λx)α (λy)β = λα+βxαyβ = λα+βf(x, y).

Si α + β > 1 se tiene rendimientos crecientes a escala, siα + β = 1 se tiene
rendimientos constantes a escala, y siα + β < 1 los rendimientos a escala son
decrecientes.
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Capítulo 3 Diferenciación

10. El logaritmo de una función de producción (utilidad) tipo Cobb-Douglas, a
saber,f(x, y) = ln

�
xαyβ

�
= α ln x+ β ln y, no es una función homogénea, ya

que

f(λx, λy) = ln
 
(λx)α (λy)β

!
= (α + β) lnλ+ (α ln x+ β ln y) �= λkf(x, y).

Para entender el significado de la homogeneidad de una función, supongamos
quef(x, y) es la función de producción correspondiente a los insumos(x, y), y
preguntémonos cuál sería la nueva producción si ambos insumos se duplicaran, es
decir si fueran(2x, 2y). En ese caso:

i) Si f fuera homogénea de grado 1, entoncesf(2x, 2y) = 21f(x, y) = 2f(x, y),
es decir, la nueva producción sería el doble de la original.

ii) Si f fuera homogénea de grado 2, entoncesf(2x, 2y) = 22f(x, y) = 4f(x, y),
es decir, la nueva producción sería cuatro veces la original.

iii) Si f fuera homogénea de grado 0, entoncesf(2x, 2y) = 20f(x, y) = f(x, y),
es decir, la nueva producción sería igual a la original.

iv) Si f fuera homogénea de grado−1, entoncesf(2x, 2y) = 2−1f(x, y) =
1
2
f(x, y), es decir, la nueva producción sería la mitad de la original.

v) Si f no fuera homogénea, la nueva producción no sería un múltiplode la
original.

Teorema. Si f(x, y) es una función homogénea de gradok, entonces

f(x, y) = xkf(1, y/x),

f(x, y) = ykf(x/y, 1).

Demostración:

En el primer caso, considera que la variablex juega el papel del factorλ,
de modo quef(x, y) = f ( x(1), x (y/x) ) = xkf(1, y/x). El segundo caso se
demuestra de manera similar, tomando a la variabley como el factorλ.

Este resultado es de particular interés en economía. Así, por ejemplo, si
Q = P (L,K) representa la producción en función del trabajoL y el capitalK, y
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3.6 Funciones homogéneas. Teorema de Euler

si ésta es una función homogénea de grado 1, entonces la producción per cápita
q = P (L,K)

L
puede expresarse simplemente en términos del capital per cápita

k = K/L de acuerdo con

q =
P (L,K)

L
=
L P (1, K/L)

L
= P (1, K/L) = p(k).

Como caso particular, siP (L,K) = L1/4K3/4, entonces

q =
L1/4K3/4

L
=

	
K

L


3/4
= k3/4.

Es decir, la producción per cápita es la funciónp(k) = k3/4.

Definición. Seaf(�x) una función definida en un dominioD ⊂ Rn. Se dice que
f eshomotéticasi para todos−→x 1,−→x 2 ∈ D y para todoλ > 0 se cumple

f(−→x 1) = f(−→x 2) ⇒ f(λ−→x 1) = f(λ−→x 2).

Por ejemplo, si la función de utilidadu(x, y) de un consumidor es una función
homotética, entonces si a un consumidor le es indiferente elegir entre dos canastas−→x 1 = (x1, y1) y −→x 2 = (x2, y2), es decir,

u(x1, y1) = u(x2, y2),

entonces le seguirá siendo indiferente si en cualquiera de estas canastas los dos
bienes se aumentan en la misma proporción, es decir,

u(λx1, λy1) = u(λx2, λy2).

En otras palabras, una función de utilidad homotética preserva las preferencias de
un consumidor.

125



Capítulo 3 Diferenciación

Teorema.Toda función homogénea es homotética.

Demostración:

Seaf homogénea de gradok, y sean�x y �y tales quef(�x) = f(�y). Entonces

f(λ�x) = λkf(�x) = λkf(�y) = f(λ�y),

y por lo tantof es homotética.

Es importante señalar que no toda función homotética es homogénea. Por
ejemplo, dada una función homogéneau (por ejemplo, la función de utilidad) su
logaritmo naturalln u no es una función homogénea, pero es fácil demostrar que sí
es una función homotética. La razón de ello será evidente a laluz de las siguientes
consideraciones.

Definición. Se dice queF (�x) es unatransformación monotónica crecientede
una función homogéneaf(�x), si existe una función creciente,H, tal que

F (�x) = H(f(�x)).

En otras palabras, una transformación monotónica creciente es una composición
de funciones de la formaH(f(�x)), en dondeH es una función creciente yf es una
función homogénea. Así, por ejemplo, dada una función de utilidad homogénea
u(x, y), la funciónln u es una transformación monotónica creciente deu.

Teorema.Toda transformación monotónica es una función homotética.

Demostración:

SeaF (�x) = H(f(�x)) una transformación monotónica creciente de una función
f homogénea de gradok, y sean�x y �y tales quef(�x) = f(�y). De esta manera,
F (�x) = F (�y). Como

F (λ�x) = H(f(λ�x)) = H(λkf(�x)) = H(λkf(�y)) = H(f(λ�y)) = F (λ�y),

por lo tanto,F es homotética.
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3.6 Funciones homogéneas. Teorema de Euler

Así, aunqueln u no es una función homogénea, sino más bien una
transformación monotónica de una función homogéneau, es claro queln u será
una función homotética, preservando la característica de llevar canastas en una
misma curva de indiferencia hacia canastas en otra misma curva de indiferencia, al
aumentar los bienes en una misma proporción.

Los resultados anteriores son válidos para funciones en general, aunque éstas no
sean diferenciables. En el caso particular de funciones homogéneas diferenciables,
existen teoremas adicionales, que son de gran interés y utilidad en economía, como
se muestra a continuación.

Teorema.Las primeras derivadas parciales∂f/∂x1 , . . . , ∂f/∂xn de una
función homogénea, diferenciable,f(x1, . . . , xn) de gradok, son homogéneas de
gradok − 1.

Demostración:

Seaf(x1, . . . , xn) una función homogénea de gradok. Por lo tanto, para todo
λ > 0,

f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λ
kf(x1, x2, . . . , xn).

Derivando con respecto axi ambos lados de la igualdad,i = 1, . . . , n, se tiene

∂

∂xi
f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λ

∂

∂ (λxi)
f(λx1, λx2, . . . , λxn)

= λk
∂

∂xi
f(x1, x2, . . . , xn),

de modo que

∂

∂ (λxi)
f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λ

k−1 ∂

∂xi
f(x1, x2, . . . , xn).
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Capítulo 3 Diferenciación

Por lo tanto, cada derivada parcial∂f/∂xi es homogénea de gradok − 1.

Ejemplo:

SeaP (L,K) una función de producción homogénea de grado 1. Si se sabe
queP (150, 50) = 550, PL(150, 50) = 3 y PK(150, 50) = 2, calculaP (30, 10),
PL(30, 10) y PK(30, 10).

Como la producciónP es una función homogénea de grado 1, por lo tanto

P (30, 10) = P

	
1

5
(150),

1

5
(50)



=

	
1

5


1
P (150, 50) =

1

5
(550) = 110.

Por otra parte, los productos marginalesPL y PK son funciones homogéneas de
grado 0, de modo que

PL(30, 10) = PL

	
1

5
(150),

1

5
(50)




=

	
1

5


0
PL(150, 50) = PL(150, 50) = 3,

PK(30, 10) = PK

	
1

5
(150),

1

5
(50)




=

	
1

5


0
PK(150, 50) = PK(150, 50) = 2.

Una consecuencia del teorema anterior es que las curvas de nivel de una función
homogénea tienen la misma pendiente a lo largo de puntos que se encuentran en
rectas que pasan por el origen. Es decir, sif(x, y) = c representa una curva de
nivel de una función homogéneaz = f(x, y), entonces

dy

dx

����
(λx,λy)

=
dy

dx

����
(x,y)

.
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3.6 Funciones homogéneas. Teorema de Euler

Para demostrar este resultado, supongamos quez = f(x, y) es una función
homogénea de gradok y consideremos la curva de nivelf(x, y) = c que contiene
al punto(λx, λy). SeaF (x, y) = f(x, y)− c = 0, de modo que, de acuerdo con el
teorema de la función implícita, se tiene

dy

dx

����
(λx,λy)

= −fx(λx, λy)
fy(λx, λy)

= −λ
k−1fx(x, y)

λk−1fy(x, y)
= −fx(x, y)

fy(x, y)
=
dy

dx

����
(x,y)

.

Así, si una función de producciónP (L,K) es homogénea, entonces la tasa
marginal de sustitución técnica,PL/PK = −dK/dL, es constante a lo largo
de rayos que salen del origen. Este resultado es válido para transformaciones
monotónicas en general, y no sólo para funciones homogéneas.

Teorema de Euler.Seaf(x1, x2, . . . , xn) una función diferenciable. Sif es
homogénea de gradok, entonces se cumple�x · ∇f(�x) = k f(�x), es decir,

x1f1(�x) + x2f2(�x) + · · ·+ xnfn(�x) = k f(�x),
en dondefi = ∂f/∂xi, para todo1 ≤ i ≤ n.

Demostración:

Seaf(x1, x2, . . . , xn) una función diferenciable. Sif es homogénea de gradok,
entonces, para todoλ > 0,

f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λ
kf(x1, x2, . . . , xn).

Derivando con respecto aλ ambos lados de la igualdad, se tiene

∂f

∂(λx1)

∂(λx1)

∂λ
+ · · ·+ ∂f

∂(λxn)

∂(λxn)

∂λ
= kλk−1f(x1, x2, . . . , xn).
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Capítulo 3 Diferenciación

Como∂(λxi)/∂λ = xi, para todoi = 1, . . . , n, por lo tanto

x1
∂f

∂(λx1)
+ · · ·+ xn

∂f

∂(λxn)
= kλk−1f.

Evaluando esta expresión enλ = 1 se obtiene el resultado deseado.

Ejemplo:

Comof(x, y) = xαyβ es homogénea de gradoα + β, por lo tanto

x
∂f

∂x
+ y
∂f

∂y
= x

�
αxα−1yβ

�
+ y

�
βxαyβ−1

�
= (α+ β)xαyβ = (α + β)f.
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Capítulo 4

Funciones cóncavas y cuasicóncavas

4.1 Polinomio de Taylor de orden 2. Matriz hessiana

El objetivo de esta sección es introducir el concepto de matriz hessiana, que
es una matriz de segundas derivadas parciales que se utilizapara establecer
la concavidad o convexidad de funciones diferenciables en varias variables.
A continuación se motiva su definición a partir de lo que se conoce como
aproximación cuadrática, o polinomio de Taylor de orden 2.

Comencemos con el caso de una función diferenciable en una variable,
f : S → R, conS ⊂ R un intervalo abierto. Comof es diferenciable enS,
existe una recta tangente a la curvay = f(x) en cada puntoa ∈ S, dada por

y = f(a) + f ′(a)(x− a).
Esto significa que para valores dex cercanos aa podemos aproximar la
funciónf por sulinealizaciónL, dada por

L(x) = f(a) + f ′(a)(x− a),
que estudiamos en la sección 3.2. Esta es una función polinomial de grado1
enx, y es tal que satisface

L(a) = f(a) y L′(a) = f ′(a),

es decir, enx = a las funcionesL y f toman el mismo valory además tienen
la misma pendiente.
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Capítulo 4 Funciones cóncavas y cuasicóncavas

Cuandof es doblemente diferenciable enS se puede construir una mejor
aproximación paraf que, además de contar con las características de la
aproximación lineal, tenga la misma concavidadquef enx = a. En otras palabras,
se busca una funciónP2(x) que satisfaga

P2(a) = f(a), P2
′(a) = f ′(a) y P2

′′(a) = f ′′(a).

Es fácil verificar que una función que cumple estas condiciones es

P2(x) = f(a) + f
′(a)(x− a) + 1

2
f ′′(a)(x− a)2,

conocida como elpolinomio de Taylor de orden 2 generado porf(x) alrededor
dex = a. La funciónP2 representa unaaproximación cuadráticadef cerca de
x = a. El factor 1

2
en el término cuadrático es necesario para que se verifique la

igualdad de las segundas derivadas,P2
′′(a) = f ′′(a). Nota que

P2(x) = L(x) +
1

2
f ′′(a)(x− a)2.

Se puede demostrar que, por lo general, la función cuadrática P2 es una mejor
aproximación def que la función linealL.

Ejemplo:

Encuentra la linealizaciónL(x) y el polinomio de TaylorP2(x) generados por
la funciónf(x) =

√
x alrededor dex = 1. Utiliza estas funciones para aproximar

el valor de
√
1.1 y compara los resultados obtenidos con el valor exacto.

La linealizaciónL(x) y el polinomio de TaylorP2(x) generados por una función
doblemente diferenciablef(x) enx = 1 están dados por

L(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1),

P2(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) + 1
2
f ′′(1)(x− 1)2.
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En particular, para la funciónf(x) =
√
x se tiene

f(1) =
√
1, f ′(1) =

1

2
√
1

y f ′′(1) = − 1

4 (1)3/2
,

de modo que

L(x) = 1 +
1

2
(x− 1),

P2(x) = 1 +
1

2
(x− 1) + 1

2

	
−1
4



(x− 1)2.

De esta manera, las aproximaciones lineal y cuadrática de lafunciónf(x) =
√
x

alrededor dex = 1 son, respectivamente,
�√
x
�
lineal

≈ 1 +
1

2
(x− 1),

�√
x
�
cuad

≈ 1 +
1

2
(x− 1)− 1

8
(x− 1)2.

Se tiene, entonces,
�√
1.1

�
lineal

≈ 1 +
1

2
(1.1− 1) = 1.05,

�√
1.1

�
cuad

≈ 1 +
1

2
(1.1− 1)− 1

8
(1.1− 1)2 = 1.04875 .

Compara estos resultados con el valor exacto de
√
1.1, dado por

√
1.1 = 1.048808848 . . . .

Es claro que la aproximación cuadrática
�√
1.1

�
cuad

obtenida deP2(x) da un
resultado más exacto que la aproximación lineal

�√
1.1

�
lineal

obtenida deL(x). La
razón geométrica de este hecho se ilustra en la siguiente figura, en donde están
graficadas las funcionesy =

√
x, y = L(x) y y = P2(x). Aunque las tres

funciones son tangentes en el punto(1, 1), observa que sóloP2(x) preserva la
concavidad de la función

√
x en ese punto.
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La aproximación cuadráticaP2(x) para funcionesf doblemente diferenciables
es muy importante en el tema de optimización, puesto que el signo de la segunda
derivadaf ′′ enx = a determina la concavidad def en ese punto. Para precisar esta
idea, supón que la funciónf posee un valor extremo local (máximo o mínimo) en
x = a, de modo quef ′(a) = 0. En ese caso, la aproximación cuadrática def(x) se
reduce a

f(x) ≈ P2(x) = f(a) +
1

2
f ′′(a)(x− a)2.

Introduciendo la notación∆x = x− a y ∆f = f(x)− f(a), se tiene

∆f ≈ 1
2
f ′′(a) (∆x)2 .

Si f ′′(a) > 0 entonces∆f > 0, por lo quef se incrementa a partir def(a).
Como se observa en la figura de la izquierda, esto implica quef tiene un mínimo
enx = a, de modo quef es convexa en ese punto. Por el contrario, sif ′′(a) < 0
entonces∆f < 0, por lo quef disminuye a partir def(a). De acuerdo con la
figura de la derecha, esto implica quef tiene un máximo enx = a, de modo quef
es cóncava en ese punto.

El criterio de la segunda derivada para funcionesf de una variable se resume,
entonces, de la siguiente manera:

i) f ′′(a) > 0⇒ f es convexa enx = a,

ii) f ′′(a) < 0⇒ f es cóncava enx = a.

Los resultados anteriores pueden extenderse al caso de una función
diferenciable de dos variables,f : S → R, conS ⊂ R2 abierto y convexo. Comof
es diferenciable enS, existe un plano tangente a la superficiez = f(x, y) en cada
punto(a, b) ∈ S, dado por

z = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b).
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Esto significa que para aquellos puntos(x, y) cercanos a(a, b) podemos aproximar
la funciónf por sulinealizaciónL, dada por

L(x, y) = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b),
que estudiamos en la sección 3.2. Esta es una función polinomial de grado 1, y es
tal que satisface

L(a, b) = f(a, b), Lx(a, b) = fx(a, b) y Ly(a, b) = fy(a, b),

es decir, en(x, y) = (a, b) las funcionesL y f toman el mismo valory además
tienen el mismo vector normal,−→n = (fx, fy,−1).

Cuandof es doblemente diferenciable enS es posible construir una
aproximación cuadrática,P2(x, y),que presente la misma concavidadquef en
(x, y) = (a, b), estableciendo la igualdad de todas sus derivadas parciales de orden
2. Es fácil verificar que una función que satisface estas condiciones es

P2(x, y) = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)

+
1

2

�
fxx(a, b)(x− a)2 + 2fxy(a, b)(x− a)(y − b) + fyy(a, b)(y − b)2

�
,

conocida como elpolinomio de Taylor de orden 2generado porf(x, y) alrededor
de (x, y) = (a, b). Tomando como base esta aproximación, a continuación
desarrollaremos un criterio para establecer la concavidadlocal def , dependiendo
del signo de las derivadasfxx, fyy y fxy en el punto(x, y) = (a, b).

Para ello, supongamos que la funciónf posee un valor extremo local en
(x, y) = (a, b), de modo quefx(a, b) = fy(a, b) = 0. En ese caso,

f(x, y) ≈ P2(x, y)

= f(a, b) +
1

2

�
fxx(a, b)(x− a)2 + 2fxy(a, b)(x− a)(y − b) + fyy(a, b)(y − b)2

�
.

Introduciendo la notación∆x = x− a,∆y = y − b y ∆f = f(x, y)− f(a, b), se
tiene

∆f ≈ 1
2

�
fxx(a, b) (∆x)

2 + 2fxy(a, b)(∆x)(∆y) + fyy(a, b)(∆y)
2
�
.
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Claramente, el signo de∆f está determinado por el signo de las segundas derivadas
parciales, pero no de una manera directa como en el caso de funciones de una
variable.

Para encontrar condiciones suficientes sobre el signo de∆f partimos de

2∆f ≈ fxx (∆x)2 + 2fxy(∆x)(∆y) + fyy(∆y)2,
en donde, para simplificar la notación, hemos omitido que lasderivadas parciales
están evaluadas en(a, b). Ahora multiplicamos ambos lados de esta ecuación por
fxx (o bien, porfyy, si fxx = 0), obteniendo

2fxx∆f ≈ f 2xx (∆x)2 + 2fxxfxy(∆x)(∆y) + fxxfyy(∆y)2.
Luego completamos cuadrados en el lado derecho de la ecuación,

2fxx∆f ≈ f2xx (∆x)
2 + 2fxxfxy(∆x)(∆y) + f

2
xy (∆y)

2 +
�
fxxfyy(∆y)

2 − f 2xy (∆y)2
�

= [fxx (∆x) + fxy(∆y)]
2 +

�
fxxfyy − f2xy

�
(∆y)2.

Por último, dividimos ambos lados de la ecuación por2fxx, obteniendo

∆f ≈ [fxx (∆x) + fxy(∆y)]
2

2fxx
+

�
fxxfyy − f 2xy

�
(∆y)2

2fxx
.

Observamos que la condiciónfxx > 0 y fxxfyy − f 2xy > 0 en(a, b) es suficiente
para garantizar que∆f > 0 a partir de ese punto; siguiendo un razonamiento
análogo al caso de una función de una variable, se tiene entonces quef es convexa
en (a, b). Similarmente, la condiciónfxx < 0 y fxxfyy − f 2xy > 0 en (a, b) es
suficiente para garantizar que∆f < 0 a partir de ese punto; de este modo,f es
cóncava en(a, b). Se llega entonces a las siguientes condiciones de suficiencia:

i) fxx > 0 y fxxfyy − f 2xy > 0 en(a, b)⇒ f es convexa en(a, b),

ii) fxx < 0 y fxxfyy − f 2xy > 0 en(a, b)⇒ f es cóncava en(a, b).

Los resultados anteriores pueden expresarse de una manera más simple,
utilizando un lenguaje matricial. Para ello, primero reescribimos la expresión

∆f ≈ 1
2

�
fxx(a, b) (∆x)

2 + 2fxy(a, b)(∆x)(∆y) + fyy(a, b)(∆y)
2
�

como un producto de matrices, de la forma

∆f ≈ 1

2

�
∆x ∆y

�	 fxx(a, b) fxy(a, b)
fxy(a, b) fyy(a, b)


	
∆x
∆y




=
1

2

�−→
∆x

�T

H
�−→
∆x

�
,
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en donde
−→
∆x=

	
∆x
∆y



es el vector de incrementos,

�−→
∆x

�T

es su transpuesta y

H =

	
fxx fxy
fxy fyy



,

es la matriz de segundas derivadas def evaluadas en el punto(a, b), conocida
comomatriz Hessianadef. Nota que el determinante|H| deH está dado por

|H| = fxxfyy − f2xy,
que es precisamente uno de los términos en las condiciones suficientes que
desarrollamos con anterioridad. De esta manera, dichas condiciones suficientes
pueden expresarse en términos de la matriz hessianaH def , como:

i) fxx > 0 y |H| > 0 en(a, b)⇒ f es convexa en(a, b),

ii) fxx < 0 y |H| > 0 en(a, b)⇒ f es cóncava en(a, b).

4.2 Funciones cóncavas y funciones convexas

En esta sección formalizamos el concepto de concavidad o convexidad de una
función, que reviste de gran interés en el tema de optimización de funciones.
Iniciamos el tema presentando las definiciones de función cóncava y de función
convexa, que son válidas aun para el caso de funciones no diferenciables.

Definición. SeaS ⊂ Rn un conjunto convexo, y seaf : S → R. Se dice quef
es unafunción cóncavasi para todos−→x 1,−→x 2∈S se satisface

f (t−→x 1 + (1− t)−→x 2) ≥ tf (−→x 1) + (1− t)f (−→x 2) ,
para todo númerot ∈ [0, 1]. La función esestrictamente cóncavasi la desigualdad
es estricta, parat ∈ (0, 1) y −→x 1 �= −→x 2.
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En otras palabras, una función es cóncava si la recta que une cualesquiera dos
puntos de su gráfica queda por debajo de la gráfica, o en la gráfica, pero nunca
por encima de ella. Si la recta queda siempre por debajo de la gráfica, la función
es estrictamente convexa. Nota que este argumento es válidoen general para
superficies o hipersuperficies, como se ilustra en la siguiente figura.

Definición. SeaS ⊂ Rn un conjunto convexo, y seaf : S → R. Se dice quef
es unafunción convexa enS si para todos−→x 1,−→x 2∈S se satisface

f (t−→x 1 + (1− t)−→x 2) ≤ tf (−→x 1) + (1− t)f (−→x 2) ,
para todo númerot ∈ [0, 1]. La función esestrictamente convexasi la desigualdad
es estricta, parat ∈ (0, 1) y −→x 1 �= −→x 2.

Ejemplo:

Demuestra que la funciónf(x) = |x| es convexa no estricta.

Seanx1, x2 ∈ R y seat ∈ [0, 1]. Entonces

f (tx1 + (1− t)x2) = |tx1 + (1− t)x2|
≤ |tx1|+ |(1− t)x2| (desigualdad del triángulo)

= |t| |x1|+ |1− t| |x2| (propiedades del valor absoluto)

= t |x1|+ (1− t) |x2| (t ≥ 0 y 1− t ≥ 0)
= tf(x1) + (1− t)f(x2).
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4.2 Funciones cóncavas y funciones convexas

De esta manera,

f (tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2).

Teorema.SeaS ⊂ Rn un conjunto convexo. Seanf, g : S → R funciones
cóncavas enS y seaα ∈ R.

a) Siα > 0, entoncesαf es cóncava.
b) Siα < 0, entoncesαf es convexa.
c) f + g es cóncava.
d) Sih : S → R es una función lineal, entoncesf + h es cóncava.
e) Seah : Y → R una función cóncava y creciente, tal quef(S) ⊂ Y ⊂ R.

Entoncesh ◦ f es cóncava.

Por ejemplo, siP (L,K) es una función de producción cóncava yp > 0 es el
precio del bien, entonces el ingresopP (L,K) es una función cóncava (inciso a).
A su vez, siC(L,K) = wL+ rK es una función de costos lineal, también−C es
lineal; así, la función de beneficioΠ = pP (L,K)−C(L,K) es cóncava (inciso d).
Por otra parte, siu es una función de utilidad cóncava, la composiciónln u también
lo es, ya queln x es una función cóncava y creciente (inciso e).

Claramente, hay funciones que no son cóncavas ni son convexas, tales como
f(x) = x3, mientras que hay funciones que son tanto cóncavas como convexas (no
estrictas), como ocurre con las funciones lineales (rectaso planos):
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En el caso particular de que la funciónf sea diferenciable,o de claseC1, se
puede demostrar quef(−→x ) es una función cóncava en su dominio si y sólo si su
gráfica nunca está por encima de su linealizaciónL(−→x ) (recta o plano tangente).

Análogamente,f(−→x ) es una función convexa si y sólo si su gráfica nunca está por
debajo de su linealizaciónL(−→x ).

Para enunciar estos resultados de una manera formal, reescribimos la linealización
L(x, y) de una función de dos variables,f(x, y), alrededor del punto(x0, y0), como

L(x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)
= f(x0, y0) + (fx(x0, y0), fy(x0, y0)) · (x− x0, y − y0)
= f(x0, y0) +∇f(x0, y0) · (x− x0, y − y0) ,

en donde∇f(x0, y0) denota el gradiente def evaluado en el punto(x0, y0) . Por
último, introduciendo la notación−→x = (x, y) y−→x 0 = (x0, y0), se obtiene

L(−→x ) = f(−→x 0) +∇f(−→x 0) · (−→x −−→x 0) .
La ventaja de esta última expresión es que no está limitada a vectores enR2, sino
que es válida para vectores en el espacio generalR

n.

Teorema. SeaS ⊂ Rn un conjunto abierto y convexo, y seaf : S → R, con
f ∈ C1(S). Entonces,

a)f es cóncava enS ⇔ para todos−→x ,−→x 0∈S

f (−→x ) ≤ f(−→x 0) +∇f(−→x 0) · (−→x −−→x 0) .
b) f es convexa enS ⇔ para todos−→x ,−→x 0∈S

f (−→x ) ≥ f(−→x 0) +∇f(−→x 0) · (−→x −−→x 0) .
Si las desigualdades son estrictas, entoncesf es estrictamente cóncava o

estrictamente convexa enS.

140
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Más particularmente, en el caso de una funciónf doblemente diferenciable, o
de claseC2, existe un criterio aun más simple para establecer su concavidad o
convexidad. Este criterio se enuncia en el siguiente teorema, y está basado en el
signo de los elementos de su matriz hessianaH, o matriz de las segundas derivadas
def , como se justificó en la sección 4.1.

Teorema. SeaS ⊂ R2 un conjunto abierto y convexo, y seaf : S → R, con
f ∈ C2(S). Entonces

a)fxx < 0 y fxxfyy − f 2xy > 0 enS ⇒ f es estrictamente cóncava enS,
b) fxx > 0 y fxxfyy − f 2xy > 0 enS ⇒ f es estrictamente convexa enS,
c) fxxfyy − f 2xy < 0 enS ⇒ f no es cóncava ni es convexa enS.

Ejemplos:

1. Analiza la concavidad def(x, y) = −2x2 − 3y2 en cada punto(x, y) ∈ R2.

La matriz Hessiana def en cada punto(x, y) es

H(x, y) =

	
fxx fxy
fxy fyy



=

	
−4 0
0 −6



.

Comofxx = −4 < 0 y |H| = fxxfyy − f 2xy = 24 > 0, por lo tantof es
estrictamente cóncava, para todos(x, y) ∈ R2.

2. Analiza la concavidad def(x, y) = x2 + y2 + xy en cada punto(x, y) ∈ R2.

La matriz Hessiana def en cada punto(x, y) es

H(x, y) =

	
fxx fxy
fxy fyy



=

	
2 1
1 2



.

Comofxx = 2 > 0 y |H| = fxxfyy − f 2xy = 3 > 0, por lo tantof es
estrictamente convexa, para todos(x, y) ∈ R2.

3. Analiza la concavidad def(x, y) = x2 − y2 en cada punto(x, y) ∈ R2.

La matriz Hessiana def en cada punto(x, y) es

H(x, y) =

	
fxx fxy
fxy fyy



=

	
2 0
0 −2



.

Comofxx = 2 > 0 y |H| = fxxfyy − f 2xy = −4 < 0, por lo tantof no es ni
cóncava ni convexa enR2.
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4. Analiza la concavidadf(x, y) = x3 + y3 en cada punto(x, y) ∈ R2.

La matriz Hessiana def en cada punto(x, y) es

H(x, y) =

	
fxx fxy
fxy fyy



=

	
6x 0
0 6y



.

Comofxx = 6x y |H| = fxxfyy − f2xy = 36xy, se tiene quef es estrictamente
convexa en el cuadrante I(x > 0, xy > 0), estrictamente cóncava en el
cuadrante III(x < 0, xy > 0), y ni cóncava ni convexa en los cuadrantes II y IV.
De manera global, decimos quef no es cóncava ni convexa enR2.

Un hecho interesante sobre el teorema anterior es que es de laforma=⇒
y no de la forma⇐⇒ . Esto es, hay funciones estrictamente cóncavas o
convexas que no satisfacen las desigualdades estrictas delteorema. Por ejemplo,
f(x, y) = x4+y4 es estrictamente convexa enR2, como puede demostrarse a partir
de la definición. Sin embargo,fxx = 0 y fxxfyy − f2xy = 0 evaluadas en(0, 0) . El
siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes en relación con la
concavidad/convexidad y los signos de las segundas derivadas, aun en el caso con
fxx = 0 o fxxfyy − f 2xy = 0.

Teorema. SeaS ⊂ R2 un conjunto abierto y convexo, y seaf : S → R, con
f ∈ C2(S). Entonces

a)fxx ≤ 0, fyy ≤ 0 y fxxfyy − f 2xy ≥ 0 enS ⇔ f es cóncava enS,
b) fxx ≥ 0, fyy ≥ 0 y fxxfyy − f2xy ≥ 0 enS ⇔ f es convexa enS.

Compara cuidadosamente este teorema con el anterior (nota que aquí entra en
escena el signo defyy, la implicación es del tipo⇔ en lugar de⇒, y además ya no
se trata de concavidad/convexidad estricta.

Ejemplos:

1. Analiza la concavidad de la funciónf(x, y) = y2.

Nota que la funciónf(x, y) = y2 describe un cilindro parabólico que corre a lo
largo del ejex, de modo que la función es convexa, pero no estricta, enR

2.
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Este resultado es consistente con las condiciones necesarias de segundo orden
para la matriz hessiana correspondiente,

H(x, y) =

	
fxx fxy
fxy fyy



=

	
0 0
0 2



,

en dondefxx = 0 ≥ 0, fyy = 2 ≥ 0 y fxxfyy − f2xy = 0 ≥ 0.

2. Analiza la concavidad de la funciónf(x, y) = 2x+ y.

Nota que la funciónf(x, y) = 2x+ y describe un plano, de modo que la función
es cóncava y convexa a la vez (obviamente, no estricta) en enR

2. Este resultado
es consistente con las condiciones necesarias de segundo orden para la matriz
hessiana correspondiente,

H(x, y) =

	
fxx fxy
fxy fyy



=

	
0 0
0 0



,

ya que al serfxx = fyy = fxxfyy − f2xy = 0 entonces se cumplen las dos
condiciones del teorema anterior.

La generalización de los dos teoremas anteriores para el caso de funciones de
tres o más variables puede consultarse en el Apéndice B.

4.3 Funciones cuasicóncavas y funciones cuasiconvexas

Además de las funciones cóncavas y convexas, existe otro tipo de funciones
denominadas cuasicóncavas y cuasiconvexas, que también revisten de gran
importancia en el tema de optimización. Antes de presentar estas últimas, es útil
introducir primero la siguiente definición.
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Definición. SeaS ⊂ Rn un conjunto convexo. Seanf : S → R y k ∈ R.
a) Elcontornodef enk es el conjunto

Cf (k) = {−→x ∈ S |f(−→x ) = k} .
b) El contorno superiordef enk es el conjunto

CSf (k) = {−→x ∈ S |f(−→x ) ≥ k} .
c) El contorno inferiordef enk es el conjunto

CIf(k) = {−→x ∈ S |f(−→x ) ≤ k} .

El contornoCf(k) es lo que denominamos en la sección 2.2 como conjunto de
nivel, o curva de nivel en el caso de funcionesf : R2 → R. Así, por ejemplo, en el
caso de una función de utilidadu(x, y) correspondiente a la canasta de dos bienes
(x, y), el contornoCu(u0) es la curva de indiferencia

Cu(u0) =
�
(x, y) ∈ R2+ | u(x, y) = u0

�
,

mientras que el contorno superiorCSu(u0) representa las preferencias del
consumidor,

CSu(u0) =
�
(x, y) ∈ R2+ | u(x, y) ≥ u0

�
,

dadas por las canastas que le generan una utilidad mayor o igual queu0.

Nota que los contornosCSf(k) y CIf (k) son subconjuntos del dominio def y
ambas regiones contienen al contorno.Cf (k). Para determinar las regionesCSf(k)
y CIf(k) basta con resolver la desigualdad correspondiente a su definición. Existe
una manera alternativa, que consiste en identificar solamente el contornoCf(k)
y graficar en él el vector gradiente∇f, que necesariamente apuntará hacia el
contorno superiorCSf(k).
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Ejemplos:

1. Seaf : R2 → R, definida porf(x, y) = x2 + y2. Encuentra los contornosCf ,
CSf y CIf correspondientes ak = 1.

En este caso, se tiene directamente

Cf(1) =
�
(x, y) ∈ R2

��x2 + y2 = 1
�
,

CSf(1) =
�
(x, y) ∈ R2

��x2 + y2 ≥ 1
�
,

CIf (1) =
�
(x, y) ∈ R2

��x2 + y2 ≤ 1
�
.

2. Seaf : R2 → R, definida porf(x, y) = 2− x2 − y2. Encuentra los contornos
Cf , CSf y CIf correspondientes ak = 1.

En este caso se tieneCf (1) = {(x, y) ∈ R2 |2− x2 − y2 = 1}, es decir,

Cf(1) =
�
(x, y) ∈ R2

��x2 + y2 = 1
�
.

Asimismo,CSf (1) = {(x, y) ∈ R2 |2− x2 − y2 ≥ 1} , es decir,

CSf(1) =
�
(x, y) ∈ R2

��x2 + y2 ≤ 1
�

y CIf(1) = {(x, y) ∈ R2 |2− x2 − y2 ≤ 1} , es decir,

CIf (1) =
�
(x, y) ∈ R2

��x2 + y2 ≥ 1
�
.
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3. Seau : R2+ → R una función de utilidad tipo Cobb-Douglas, definida
por u(x, y) = xαyβ, α, β > 0. Encuentra los contornosCu, CSu y CIu
correspondientes ak = 1.

Procediendo de manera análoga a los dos ejemplos anteriores, se tiene

Cu(1) =
�
(x, y) ∈ R2+

��xαyβ = 1
�
,

CSu(1) =
�
(x, y) ∈ R2+

��xαyβ ≥ 1
�
,

CIu(1) =
�
(x, y) ∈ R2+

��xαyβ ≤ 1
�
,

que representan las canastas con una utilidadu = 1, u ≥ 1 y u ≤ 1,
respectivamente.

4. Seaf : R→ R, definida porf(x) = 2− x2. Encuentra los contornosCf , CSf
y CIf correspondientes ak = 1.

En este caso se tieneCf (1) = {x ∈ R |2− x2 = 1}, es decir,

Cf(1) = {x ∈ R | |x| = 1} .
Asimismo,CSf(1) = {x ∈ R |2− x2 ≥ 1} , es decir,

CSf(1) = {x ∈ R | |x| ≤ 1}
y CIf (1) = {x ∈ R |2− x2 ≤ 1} , es decir,

CIf (1) = {x ∈ R | |x| ≥ 1} .
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5. Seaf : R → R, definida porf(x) = x2. Encuentra los contornosCf , CSf y
CIf correspondientes ak = 1.

En este caso, se tiene

Cf (1) = {x ∈ R | |x| = 1} ,
CSf(1) = {x ∈ R | |x| ≥ 1} ,
CIf (1) = {x ∈ R | |x| ≤ 1} .

6. Para la funciónf(x) = ln(2 − x), encuentra los contornosCf , CSf y CIf
correspondientes ak = 0.

Primero notamos que el dominioDf de la funciónf es el conjunto

Df = {x ∈ R | −∞ < x < 2} .
En este caso, se tiene

Cf(0) = {x ∈ Df | x = 1} = {1} ,
CSf (0) = {x ∈ Df | x ≤ 1} = {x ∈ R | −∞ < x ≤ 1} ,
CIf(0) = {x ∈ Df | x ≥ 1} = {x ∈ R | 1 ≤ x < 2} .
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Los ejemplos anteriores ilustran cómo en el caso de funciones f enR3 los
contornosCf , CSf y CIf están enR2, mientras que para funcionesf enR2 los
contornos están enR. En todos los casos, los contornos son subconjuntos del
dominio, como se muestra muy especialmente en el ejemplo 6. Ala luz de esos
ejemplos debe resultar claro el contenido del siguiente teorema.

Teorema.

a)f es cóncava⇒ CSf(k) es convexo, para todok en la imagen def .
b) f es convexa⇒ CIf (k) es convexo, para todok en la imagen def .

Uno podría preguntarse ahora si las implicaciones anteriores pueden ser
invertidas. En otras palabras, ¿será cierto queCSf convexo implica quef
es cóncava? La respuesta es negativa, como lo ilustra la siguiente gráfica,
correspondiente a la funciónf(x) = −x3.

En este ejemplo es claro que tantoCSf(k) comoCIf(k) son convexos para todo
k ∈ R, pero la funciónf(x) = −x3 no es cóncava ni es convexa en su dominio.
Una función como ésta es un ejemplo de función cuasicóncava ycuasiconvexa, a
la vez, como se define a continuación.

Definición. SeaS ⊂ R
n un conjunto convexo. Se dice que una función

f : S → R escuasicóncava, si para todok en la imagen def el conjuntoCSf (k)
es convexo. La función escuasiconvexa, si para todok en la imagen def el
conjuntoCIf(k) es convexo.
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La figura de la izquierda representa una función cuasicóncava, ya que para todo
k el contorno superiorCSf(k) es convexo. La figura de la derecha muestra una
función que no es cuasicóncava, ya que su contorno superiorCSf(k) no siempre es
convexo (depende del valor dek). Nota que esta última tampoco es cuasiconvexa,
puesto que su contorno inferiorCIf (k) tampoco es convexo en general. Las
siguientes figuras muestran otras funciones cuasicóncavasenR2.

Análogamente, las siguientes figuras muestran ejemplos de funciones cuasicon-
vexas enR2.

También observa que una función puede ser convexa y cuasicóncava a la vez, como
es el caso de la funciónex, que también es cuasiconvexa, y que todas las funciones
lineales (rectas, planos e hiperplanos) son cuasicóncavasy cuasiconvexas, además
de ser cóncavas y convexas (no estrictas).

Por último, nota que toda función cóncava (convexa) es también cuasicóncava
(cuasiconvexa), pero no viceversa.
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Teorema

a)f cóncava⇒ f cuasicóncava.
b) f convexa⇒ f cuasiconvexa.

También es posible demostrar que las implicacionesCSf convexo⇒
f cuasicóncava yCIf convexo⇒ f cuasiconvexa de la definición de
cuasiconcavidad/cuasiconvexidad son más bien del tipo⇐⇒ . En resumen,
podemos concluir que

f cóncava =⇒ f cuasicóncava⇐⇒ CSf convexo,

f convexa =⇒ f cuasiconvexa⇐⇒ CIf convexo.

Este resultado es muy importante en economía. Así, por ejemplo, si suponemos
que una función de utilidadu es cuasicóncava, entonces el conjunto de canastas−→x del espacio de bienes que producen al consumidor una utilidad u(−→x ) ≥ k
(o sea,CSu(k)) es convexo. De esta manera, cualquier combinación convexa,
λ−→x 1 + (1− λ)−→x 2, 0 < λ < 1, de dos canastas−→x 1,−→x 2 conu ≥ k también genera
una utilidad mayor o igual ak.

Se puede demostrar que la convexidad del contorno superiorCSu(k) garantiza que
se preserve el orden en las relaciones de preferencia del consumidor. SiCSu es
convexo, las curvas de nivel deu son funciones convexas, como en la figura de la
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izquierda, y no como en las otras dos figuras.

Esto equivale a la condición de que la funciónu, que representa el orden de las
preferencias del consumidor, sea cuasicóncava. Observa que no tiene sentido
imponer la condición más restrictiva de queu sea una función cóncava, ya que la
única propiedad significativa de esta función es el carácterde sus curvas de nivel.

En economía es muy frecuente el uso de una transformación deltipo ln u, en
lugar de utilizar la función de utilidadu. El siguiente teorema establece que una
transformación monotónica creciente de este tipo no afectael argumento anterior
en relación con las canastas correspondientes aln u ≥ k.

Teorema. SeaS ⊂ Rn un conjunto convexo y seag : S → R una función
cuasicóncava. Seah : Y ⊂ R → R una función creciente, dondeg(S) ⊂ Y .
Entonces la composiciónh ◦ g es una función cuasicóncava, y además

CSg(y) ⊂ CSh◦g(h(y)).

Es importante señalar que la suma de funciones cuasicóncavas (cuasiconvexas)
no necesariamente es una función cuasicóncava (cuasiconvexa), a diferencia de lo
que sucede con la suma de funciones cóncavas (convexas) que sí te da una función
cóncava (convexa). Por ejemplo, sabemos quef(x) = x3 y g(x) = x son ambas
funciones cuasicóncavas (y cuasiconvexas), peroh(x) = x3−x no es cuasicóncava
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ni cuasiconvexa.

Por último, existen otras maneras de caracterizar la cuasiconcavidad o
cuasiconvexidad de funciones sin utilizar el concepto de contorno. La primera de
ellas representa una definición alternativa, utilizada frecuentemente en textos de
microeconomía. Aquí la presentamos como un teorema, ya que puede deducirse
a partir de nuestra previa definición. Observa que no involucra el concepto de
diferenciabilidad, por lo que es válida para funciones continuas en general.

Teorema. Seaf : S → R, conS ⊂ Rn convexo. Entonces,f es cuasicóncava
enS si y sólo si, para todos−→x 1,−→x 2∈S y para todot ∈ [0, 1], se cumple:

a)f (−→x 1) ≥ f (−→x 2) =⇒ f (t−→x 1 + (1− t)−→x 2) ≥ f (−→x 2) .
b) f (t−→x 1 + (1− t)−→x 2) ≥ mı́n{f (−→x 1) , f (−→x 2)}.

Para comprender el significado geométrico de este teorema, considera las
preferencias de un consumidor. Siu(−→x ) es la utilidad correspondiente a la canasta−→x de dos bienes (u crece al alejarse del origen), y si para cualesquiera dos canastas−→x 1,−→x 2 se cumple.u (−→x 1) ≥ u (−→x 2), entonces para cualquier canasta intermedia
t−→x 1 + (1− t)−→x 2, t ∈ [0, 1] se tendráu (t−→x 1 + (1− t)−→x 2) ≥ u (−→x 2).

Por otra parte, para funcionesf doblemente diferenciables en su dominioS
existe un criterio simple para determinar su cuasiconcavidad o cuasiconvexidad.
Éste se refiere al signo de la matriz que se obtiene al añadir alhessianoH una
columna y un renglón conteniendo el gradiente de la funciónf. Esa matriz
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ampliada se conoce comohessiano orlado, H, que en el caso de funciones
f : S ⊂ R2, f ∈ C2(S) se define como la matriz

H =




0 fx fy
fx fxx fxy
fy fxy fyy


 .

En ese caso, es posible demostrar que el criterio de signos correspondiente es
��H

�� > 0⇒ f es cuasicóncava,��H
�� < 0⇒ f es cuasiconvexa.

Utilizando este resultado, es fácil verificar que las funciones tipo Cobb-Douglas,
f(x, y) = xαyβ, α, β > 0, son cuasicóncavas en general; de éstas, sólo son
cóncavas las que satisfacenα + β ≤ 1.
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Capítulo 5

Optimización
En este capítulo aplicaremos los resultados sobre concavidad del capítulo
4 para encontrar los máximos y mínimos de una funciónf definida en un
dominio convexoS. Este dominio puede ser simplemente el dominio natural
de la función, o bien, la región que resulte al imponer una colección de
restricciones. En el primer caso, hablaremos de problemas de optimización
libre, que estudiaremos en la sección 5.1. En el segundo caso, hablaremos de
problemas de optimización restringida, que presentaremosen las secciones
5.2 y 5.3. Por simplicidad, gran parte de la discusión se limitará al caso de
funciones de dos variables,f(x, y).

5.1 Optimización libre. Criterio del Hessiano

A los valores máximos o mínimos de una función también se les denomina
valores extremos.de la función. Su definición en el caso de una función de
varias variables es una generalización directa de las correspondientes a una
función de una variable.

Definición. Seaf : S ⊂ Rn → R y sea−→x 0 ∈ S. Se dice que

a) f presenta unmáximo local o relativoen−→x 0, si existe una vecindadV
de−→x 0 tal quef(−→x 0) ≥ f(−→x ), para todo−→x ∈ V ∩ S.

b) f presenta unmáximo globalo absolutoen−→x 0, si f(−→x 0) ≥ f(−→x )
para todo−→x ∈ S.

Cuando las desigualdades≥ se cambian por> se dice que el máximo
(local o global) esestricto o único.

A −→x 0 se le llama elpunto máximodef y a f(−→x 0) el valor máximode
f . Decimos que−→x 0 es un máximo local def si no existen puntos cercanos
en los quef alcance un valor mayor (puede ser igual); éste es estricto, si
los puntos cercanos dan un valor menor quef(−→x 0). Asimismo,−→x 0 es un
máximo global def si en todo el dominioS no existe otro punto en el quef
alcance un valor mayor; éste es estricto, si cualquier otro punto del dominio
da un valor menor quef(−→x 0).
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5.1 Optimización libre. Criterio del Hessiano

Invirtiendo las desigualdades anteriores se llega al concepto de punto mínimo,
como se define a continuación.

Definición. Seaf : S ⊂ Rn → R y sea−→x 0 ∈ S. Entonces,

a)f presenta unmínimo local o relativoen−→x 0, si existe una vecindadV de−→x 0
tal quef(−→x 0) ≤ f(−→x ), para todo−→x ∈ V ∩ S.

b) f presenta unmínimo globalo absolutoen−→x 0, si f(−→x 0) ≤ f(−→x ) para todo−→x ∈ S.
Cuando las desigualdades≤ se cambian por< se dice que el mínimo (local o

global) esestricto o único.

Nota que todo extremo global es también un extremo local, pero no viceversa.

No toda función alcanza sus valores extremos globales (máximo o mínimo)
en su dominio. Demostrar la existencia de esos extremos globables puede
resultar bastante complejo en general, especialmente si lafunción no es continua,
diferenciable, o su dominio no es convexo. El siguiente teorema establece una
condición suficiente para garantizar su existencia.

Teorema de Weierstrass.SeaS ⊂ Rn un conjunto compacto y seaf : S → R.
Si f es continua enS, entoncesf alcanza sus valores máximo global y mínimo
global enS.
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Por ejemplo, seaS =
�
(x1, x2) ∈ R2+ | p1x1 + p2x2 ≤ I

�
el conjunto de

canastas compatibles con un ingreso menor o igual aI, para dos bienes con precios
unitariosp1, p2. Este conjunto es cerrado y acotado, y por tanto, compacto. Si las
preferencias del consumidor están dadas por una función continuau(x1, x2), el
teorema garantiza la existencia de una canasta que maximizasu utilidad.

Si el dominio def no fuera compacto (es decir, si no fuera cerrado y acotado) o
si f no fuera una función continua en su dominio, entonces no se garantiza quef
alcanza sus valores extremos globales en su dominio. Para ilustrar esta afirmación,
considera la función discontinuaf : [−1, 1]→ R, dada por

f(x) =




x+ 1, −1 ≤ x < 0

0, x = 0
x− 1, 0 < x ≤ 1.

En la figura se observa que esta función no alcanza sus valoresmáximo global
(fmáx = 1) y mínimo global(fḿın = −1) en el intervalo−1 ≤ x ≤ 1.

Para encontrar los puntos extremos locales y globales de unafunción diferenciable
es importante analizar sus propiedades de primer y segundo orden, dadas por su
gradiente y su concavidad, como se discute en las siguientessubsecciones.

5.1.1 Condiciones necesarias de primer orden

Antes de iniciar la búsqueda de los valores extremos (locales y globales) de una
función de varias variables, conviene recordar el procedimiento correspondiente a
una función continuaf : S ⊂ R→ R de una variable, cony = f(x).
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5.1 Optimización libre. Criterio del Hessiano

Como se ilustra en la siguiente figura, en este caso los candidatos a extremos
son:

1. Los puntos interiores en dondef ′ = 0 (puntosx2, x3 y x4),
2. Los puntos interiores en dondef ′ no existe (puntosx5 y x6),
3. Los puntos frontera del dominioS (puntosx1 y x7).

Los puntos interiores del tipo 1 y 2 se conocen como lospuntos críticosdef .
En particular, cuando el dominioS es un conjunto abierto no existen puntos
frontera, de modo que los únicos candidatos a óptimos son lospuntos críticos.
Adicionalmente, sif es diferenciable los únicos puntos críticos son los del tipo1,
que son aquellos en donde la derivada es cero, es decir, en donde la recta tangente
a la curvay = f(x) es horizontal. Nota que los puntos críticos son sólo candidatos
a óptimos, ya que no todos ellos dan origen a un extremo local,como es el caso de
los puntosx4 y x6 en la figura. A continuación presentamos la generalización de
estos resultados para funciones de varias variables.

Definición. Seaf : S ⊂ Rn → R una función continua. Un punto interior
−→x 0 ∈ S se llamapunto críticodef si∇f(−→x 0) =

−→
0 o∇f(−→x 0) no existe.

En otras palabras, los puntos críticos de una función continuaf son aquellos
puntos interiores en donde el plano tangente a su gráfica es horizontal (∇f = −→0 )
o en donde ese plano tangente no existe (picos o cúspides, en donde∇f no está
definido).

Cuando la función continuaf está definida en un conjunto abiertoS, la frontera
deS no pertenece al dominio de la función, de modo que los únicos candidatos a
máximos y mínimos def son sus puntos críticos, como establece a continuación.
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Teorema (condiciones necesarias para un extremo local de funciones
continuas). SeaS ⊂ Rn un conjunto abierto y seaf : S → R continua. Sif posee
un extremo local en−→x 0 ∈ S, entonces−→x 0 es un punto crítico def.

En el caso particular de quef sea diferenciable en el abiertoS, los candidatos
a máximos y mínimos def se reducen sólo a aquellos puntos en donde∇f = −→0 ,
como se establece a continuación.

Teorema (condiciones necesarias de primer orden para un extremo local de
funciones diferenciables).Si f es diferenciable en un punto interior−→x 0 de su
dominio yf alcanza un extremo local en−→x 0, entonces∇f(−→x 0) =

−→
0 .

Es importante señalar que no todo punto crítico−→x 0 def tal que∇f(−→x 0) =
−→
0

es un extremo local, como es el caso de los puntos de inflexión para funciones de
una variable. Estos últimos se denominanpuntos sillaen el caso multidimensional,
como se define a continuación.

Definición. Una funciónf tiene unpunto sillaen un punto crítico−→x 0 de
su dominio si para toda vecindadV de−→x 0 existen puntos−→x ∈ V tales que
f(−→x ) > f(−→x 0) y puntos−→x ′ ∈ V tales quef(−→x ′) < f(−→x 0). En otras palabras, un
punto silla es un punto crítico que no es un punto de extremo local.
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5.1.2 Condiciones suficientes de segundo orden

La condición∇f = −→0 para funciones diferenciables es unacondición necesaria
de primer orden para obtener los puntos críticos en la optimización libre def .
Para clasificar cada punto crítico como máximo, mínimo o punto silla, se debe
analizar la concavidad o convexidad local de la funciónf en cada uno de ellos.
En el caso particular de funciones doblemente diferenciables, el procedimiento
correspondiente se simplifica considerablemente analizando el signo de la matriz
hessianaH, definida en la sección 4.1. Este criterio constituye unacondición
suficientede segundo orden para la optimización libre de una función, como se
presenta a continuación.

Valores extremos locales

El criterio para clasificar los extremos locales de una función doblemente
diferenciable es muy simple. La idea consiste en analizar laconcavidad o
convexidad local de la funciónf en cada punto crítico−→x 0 : si f es convexa en−→x 0,
se trata de un mínimo local; si f es cóncava en−→x 0, se trata de un máximo local; si
f no es cóncava ni convexa en−→x 0 se trata de un punto silla.

La concavidad de la función puede determinarse analizando el signo de la matriz
hessianaH def , cuyos elementos de matriz son las segundas derivadas parciales
de la funciónf con respecto a sus variables independientes. En el caso simple de
una funciónz = f(x, y) con dominio enR2, la matriz hessiana correspondiente
está dada por

H(x, y) =

	
fxx fxy
fxy fyy



,

para la que se establecen las siguientes condiciones suficientes de segundo orden.
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Teorema (condiciones suficientes de segundo orden).SeaS ⊂ R
2 un

conjunto abierto y convexo, y seaf : S → R, conf ∈ C2(S). Sea−→x 0 ∈ S un
punto crítico def . Entonces

a) fxx > 0 y fxxfyy − f 2xy > 0 en−→x 0
⇒ f tiene un mínimo local estricto en−→x 0,

b) fxx < 0 y fxxfyy − f2xy > 0 en−→x 0
⇒ f tiene un máximo local estricto en−→x 0,

c) fxxfyy − f 2xy < 0 en−→x 0 ⇒ f tiene un punto silla en−→x 0.

Nota que las condiciones a) y b) se refieren al caso de máximos omínimos
estrictos, es decir, en donde el valor extremo local es único. Más adelante
discutiremos el caso de una matriz hessiana semidefinida, endonde los extremos
locales no necesariamente son únicos.

Ejemplos:

1. Encuentra y clasifica los puntos críticos def(x, y) = 6x2 − 2x3 + 3y2 + 6xy.
Las condiciones de primer orden paraf son

fx(x, y) = 12x− 6x2 + 6y = 0,
fy(x, y) = 6y + 6x = 0.

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene que los puntos críticos son
(0, 0) y (1,−1). Para clasificarlos, establecemos las condiciones de segundo
orden, a través del hessiano

H(x, y) =

	
12− 12x 6

6 6



.

Para el punto(0, 0) se tiene

H(0, 0) =

	
12 6
6 6



.

Comofxx = 12 > 0 y |H| = 36 > 0, por lo tantof tiene un mínimo local
estricto en(0, 0). A su vez, para el punto(1,−1) se tiene

H(1,−1) =
	
0 6
6 6



.

Como|H| = −36 < 0, por lo tantof tiene un punto silla en(1,−1).
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2. Encuentra y clasifica los puntos críticos def(x, y) = xy−x2−y2−2x−2y+4.
Las condiciones de primer orden paraf son

fx(x, y) = y − 2x− 2 = 0,
fy(x, y) = x− 2y − 2 = 0.

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene que el únicopunto crítico es
(−2,−2). El hessiano correspondiente es

H(x, y) =

	
−2 1
1 −2



= H(−2,−2).

Comofxx = −2 < 0 y |H| = 3 > 0, por lo tantof tiene un máximo local
estricto en(−2,−2).Como veremos más adelante, este máximo local también
es un máximo global de la función.

3. Encuentra y clasifica los puntos críticos def(x, y) = x5y + xy5 + xy.

Las condiciones de primer orden paraf son

fx(x, y) = 5x4y + y5 + y = y(5x4 + y4 + 1) = 0,

fy(x, y) = x5 + 5xy4 + x = x(x4 + 5y4 + 1) = 0.

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene que el únicopunto crítico es
(0, 0). El hessiano correspondiente es

H(x, y) =

	
20x3y 5x4 + 5y4 + 1

5x4 + 5y4 + 1 20xy3



,

de modo que en el punto(0, 0) se tiene

H(0, 0) =

	
0 1
1 0



.

Como|H| = −1 < 0, por lo tantof tiene un punto silla en(0, 0).

En el teorema anterior se ha excluido el caso en dondefxx = 0 con
fxxfyy − f 2xy ≥ 0, o bienfxxfyy − f2xy = 0. En este último caso no es posible
garantizar de que el extremo sea estricto, sino que puede (o no) corresponder a un
problema de solución múltiple. Por esa razón, las anteriores condiciones suficientes
de segundo orden deben reemplazarse por un conjunto de condiciones necesarias,
como se enuncia en el siguiente teorema.

161



Capítulo 5 Optimización

Teorema (condiciones necesarias de segundo orden).SeaS ⊂ R
2 un

conjunto abierto y convexo, y seaf : S → R, conf ∈ C2(S). Sea−→x 0 ∈ S un
punto crítico def . Entonces

a) f tiene un mínimo local en−→x 0
⇒ fxx ≥ 0, fyy ≥ 0 y fxxfyy − f 2xy ≥ 0 en−→x 0,

b) f tiene un máximo local en−→x 0
⇒ fxx ≤ 0, fyy ≤ 0 y fxxfyy − f 2xy ≥ 0 en−→x 0.

Ejemplo:

Encuentra y clasifica los puntos críticos def(x, y) = y2.

Para la funciónf(x, y) = y2 las condiciones de primer orden son

fx(x, y) = 0

fy(x, y) = 2y = 0,
de modo que los puntos críticos son todos los puntos del ejex, es decir,
{(x, y) ∈ R2 | y = 0} . La siguiente figura muestra la gráfica de la superficie
z = y2, que corresponde a un cilindro parabólico que corre a lo largodel ejex. Ahí
se observa que la funciónf(x, y) = y2 alcanza su valor mínimo (no único) a lo
largo de todos los puntos del ejex.

Este resultado es consistente con las condiciones necesarias de segundo orden para
la matriz hessiana correspondiente,

H =

	
0 0
0 2



,

en dondefxx = 0 ≥ 0, fyy = 2 ≥ 0 y fxxfyy − f 2xy = 0 ≥ 0.

Valores extremos globales

La búsqueda de los valores extremos globales de una función puede resultar
bastante complicada en general, aun en el caso de funciones diferenciables. Una
de esas dificultades puede surgir al tratar de determinar losextremos globales de
una función cuyo dominioS sea un conjunto cerrado, ya que además de los puntos
críticos interiores se tiene que considerar el valor de la función a lo largo de todos
sus puntos frontera. Omitiremos aquí un ejemplo de este tipo, aunque en la sección
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5.3 resolveremos problemas de optimización en regiones cerradas utilizando
técnicas de optimización restringida (condiciones de Kuhn-Tucker). De este modo,
en esta sección consideraremos sólo funciones definidas en conjuntos abiertos.

Otra dificultad surge cuando el número de extremos locales deuna función es tan
grande que puede resultar bastante engorroso, o incluso imposible, determinar
cuáles de estos corresponden a sus valores extremos globales.

Para este caso no se cuenta con condiciones necesarias de segundo orden para
encontrar los extremos globales. Sin embargo, si tú sabes deantemano que una
función es cóncava (convexa) a lo largo de todo su dominio, y que ésta posee un
punto crítico, este solo hecho es suficiente para garantizarque la función posee un
máximo (mínimo) global.

Teorema (condiciones suficientes).SeaS ⊂ R
n un conjunto abierto y

convexo, y seaf : S → R. Sea−→x 0 ∈ S un punto crítico def . Entonces

a)f convexa enS ⇒ f tiene un mínimo global en−→x 0,
b) f estrictamente convexa enS ⇒ f tiene un mínimo global estricto en−→x 0,
c) f cóncava enS ⇒ f tiene un máximo global en−→x 0,
d) f estrictamente cóncava enS ⇒ f tiene un máximo global estricto en−→x 0.
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Este teorema es válido aun el caso general de funciones no diferenciables. Si
la función es doblemente diferenciable, entonces su concavidad o convexidad
puede determinarse directamente a partir de la matriz hessiana, como se muestra a
continuación.

Ejemplos:

1. Demuestra que la funciónf(x, y) = −x2 − xy − y2 − 3y presenta un máximo
global estricto en el punto(1,−2).
Las condiciones de primer orden paraf son

fx(x, y) = −2x− y = 0
fy(x, y) = −x− 2y − 3 = 0,

que se satisfacen cuandox = 1 y y = −2. Así, el único punto crítico def es el
(1,−2). La matriz Hessiana def es

H(x, y) =

	
fxx fxy
fxy fyy



=

	
−2 −1
−1 −2



.

Comofxx = −2 < 0 y |H| = 3 > 0, para todo(x, y), por lo tantof es
estrictamente cóncava enR2. Así,f tiene un máximo global único en(1,−2).

2. Encuentra los extremos globales de la funciónf(x, y) = x4 + y4.

Las condiciones de primer orden paraf son

fx(x, y) = 4x3 = 0

fy(x, y) = 4y3 = 0,

que se satisfacen cuandox = y = 0. Así, el único punto crítico def es el(0, 0).
La matriz Hessiana def está dada por

H(x, y) =

	
12x2 0
0 12y2



.

En el punto crítico, se tiene

H(0, 0) =

	
0 0
0 0



,

que no presenta un signo definido, ni viola los criterios de concavi-
dad/convexidad. De esta manera, para clasificar el punto crítico podemos utilizar
argumentos alternativos, tales como:
i) Antes de evaluar la matriz HessianaH(x, y) en (0, 0) notamos que
fxx(x, y) = 12x

2 ≥ 0 y |H| = 144x2y2 ≥ 0, de modo quef es convexa no
estricta enR2.
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ii) Sabemos quef(0, 0) = 0 y observamos que la imagen def son los valores
z ≥ 0.
De acuerdo con cualquiera de estos dos argumentos, concluimos quef tiene un
mínimo global estricto en(0, 0).

Por último, en el apéndice B se presenta la generalización delos resultados de
esta sección para funciones de varias variables.

5.2 Optimización con restricciones de igualdad. Multiplicadores de
Lagrange

En muchas aplicaciones de interés la optimización de una función objetivo está
sujeta a restricciones sobre las variables independienteso variables de decisión,
como es el caso de restricciones presupuestales, laboralesu operativas. Estas
restricciones son un subconjunto del dominio de la función,conocido como la
región factibleF .

En el caso de restricciones de igualdad, la región factibleF está formada
solamente por puntos frontera, mientras que en el caso de restricciones de
desigualdad,F está constituida tanto por puntos frontera como por puntos
interiores, como se ilustra en las siguientes figuras para restricciones enR2. La
figura de la izquierda muestra la restricción de igualdadx + y = 1, en donde la
rectaF está formada sólo por puntos frontera (PF); la figura de la derecha muestra
la restricción de desigualdadx+ y ≤ 1, en donde el semiplanoF está constituido
por puntos frontera (PF) y puntos interiores (PI).

El método para encontrar la solución óptima es distinto en cada caso. En esta
sección nos dedicaremos solamente al problema de optimización con restricciones
de igualdad, conocido como elmétodo de multiplicadores de Lagrange. El caso
correspondiente a restricciones de desigualdad se trataráen la sección 5.3, en donde
se incorporarán al método de Lagrange las llamadascondiciones de Kuhn-Tucker.
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5.2.1 Condiciones necesarias de primer orden. Significado del
multiplicador de Lagrange

Primero consideremos el caso simple de maximización de una función diferenciable
de dos variables,f(x, y), sujeto a una restricción de igualdad,g(x, y) = c, cong
diferenciable yc constante, dado por

máx. f(x, y)

s.a. g(x, y) = c.
Debido a la restricción, la solución óptimaP (x∗, y∗) no necesariamente ocurre
en los puntos en donde la superficiez = f(x, y) alcanza su altura máxima
(∇f = −→0 ), sino en los puntos de la curvag(x, y) = c sobre los quef alcanza
su máximo valor restringido. Para ilustrar esta idea, la siguiente figura muestra la
maximización de una función cóncavaz = f(x, y) enR3 sujeta a una restricción
linealg(x, y) = ax+ by = c enR2.

En la figura de la izquierda se observa que el máximo restringido f∗ de la función
f ocurre en el puntoP (x∗, y∗) de la rectaax+ by = c, y no en el puntoQ en donde
f se maximiza libremente. Nota queP pertenece a la curva de nivelf(x, y) = f ∗

correspondiente az = f ∗. En la figura de la derecha se muestra que el óptimoP es
el punto de la restricciónax+ by = c que está más cercano aQ. Esto ocurre en el
punto de tangencia de la curva de restricción y la curva de nivel f(x, y) = f ∗.

En general pueden existir varios candidatos a óptimos (locales o globales) para
una funciónf, dados por los puntos donde la restriccióng(x, y) = c es tangente a
las curvas de nivel def. Esta condición de tangencia puede expresarse formalmente
en términos de los vectores gradiente de las funcionesf y g, como se explica a
continuación.

Para este fin, recordemos que el gradiente de una función diferenciable es
un vector perpendicular a sus curvas de nivel y apunta en la dirección de su
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mayor crecimiento en cada punto. La siguiente figura muestrauna posible función
objetivoz = f(x, y) enR3. La figura de la derecha muestra algunas de sus curvas
de nivel, enR2, y la dirección de los vectores gradiente∇f .

Por otra parte, la curva de restriccióng(x, y) = c enR2 puede considerarse como
la curva de nivelz = c de una funciónz = g(x, y) enR3, como se ilustra en las
siguientes figuras. En este ejemplo, el vector gradiente∇g apunta hacia afuera de
la curva de nivel.

Así, el problema de maximización def(x, y) sujeto a la restriccióng(x, y) = c se
representa gráficamente de la siguiente manera:

Aquí existen dos candidatos a óptimo, que son los puntos de tangencia denotados
porA y B. La condición de tangencia implica que, en esos puntos, los vectores
gradiente∇f y ∇g son paralelos entre sí, es decir,

∇f�∇g.
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Por lo tanto, en los puntos en dondef alcanza sus valores extremos debe existir un
númeroλ ∈ R tal que

∇f = λ∇g.
El númeroλ se denomina elmultiplicador de Lagrangeasociado con la restricción
g(x, y) = c. Aunque aquíλ juega el papel de una constante de proporcionalidad
entre∇f y ∇g en el óptimo, también presenta una interpretación muy interesante
y útil, como discutiremos en breve.

Por lo general, en el óptimo restringidoP def se tiene∇g �= −→0 , conλ �= 0.
Como∇f = λ∇g enP , en ese punto se tiene

∇f �= −→0 .
Así, la condición∇f = −→0 para optimización libre, aquí deberá reemplazarse por
las siguientes dos condiciones:

∇f = λ∇g
g(x, y) = c.

Estas dos ecuaciones pueden conjuntarse dentro de un formalismo más elegante, de
la siguiente manera. Para ello, reescribimos los gradientes de la primera ecuación
en términos de sus componentesx y y, obteniendo

fx(x, y) = λgx(x, y)

fy(x, y) = λgy(x, y)

g(x, y) = c.

Éste es un sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas, con solución x∗, y∗ y λ∗.
Nota que esta solución no es el punto crítico de la función objetivof(x, y), ya que
∇f = λ∇g �= −→0 . Sin embargo,(x∗, y∗, λ∗) puede interpretarse como el punto
crítico de una cierta función de las variables(x, y, λ), a la que denominaremos la
función lagrangeana, L(x, y, λ), definida como

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ(c− g(x, y)).
Nota que la funciónL habita en un espacio de dimensión mayor quef , ya que no
sólo tiene como variables independientes ax y y, sino también aλ. De esta manera,
en lugar de considerar la optimización restringida def , el método de Lagrange
se basa en la optimización libre de la función lagrangeana, cuyas condiciones de
primer orden son:

Lx = fx(x, y)− λgx(x, y) = 0
Ly = fy(x, y)− λgy(x, y) = 0
Lλ = c− g(x, y) = 0.
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Estas tres ecuaciones representan la condición de tangencia,∇f = λ∇g, y el
cumplimiento de la restricción,g(x, y) = c, antes discutidas.

Teorema de Lagrange (condiciones necesarias de primer orden). Sean
f, g : S −→ R diferenciables enS ⊂ R2 y sea(x∗, y∗) ∈ S una solución del
problema

máx./mín. f(x, y)
s.a. g(x, y) = c.

Si∇g(x∗, y∗) �= −→0 , entonces existeλ∗ ∈ R tal que(x∗, y∗, λ∗) es un punto crítico
de la función lagrangeana

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ(c− g(x, y)),
es decir, en ese puntoLx = Ly = Lλ = 0.

La condición∇g(x∗, y∗) �= −→0 establece que(x∗, y∗) no debe ser un punto
crítico deg, con el fin de que se cumpla la condición de tangencia∇f = λ∇g con
∇f(x∗, y∗) �= −→0 . Cuando(x∗, y∗) es un punto crítico deg el método de Lagrange
puede fallar, como se discute en la sección 5.2.4.

Significado del multiplicador λ

A cada valor del parámetroc le corresponde un punto óptimo,P (x∗(c), y∗(c)).
En consecuencia, el valor óptimof ∗ de la funciónf,

f∗(c) = f (x∗(c), y∗(c)) ,

también depende dec, como se muestra en la siguiente figura.

Tiene sentido, entonces, preguntarse cómo cambia el óptimof ∗ cuando el
parámetroc se incrementa en∆c. Si∆c es suficientemente pequeño, el cambio en
f∗ puede aproximarse por la derivada

df ∗(c)

dc
= ĺım

∆c→0

f ∗(c +∆c)− f∗(c)
∆c

.
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Para encontrar esta derivada utilizamos la regla de la cadena, de acuerdo al
siguiente diagrama:

Así, se tiene

df ∗(c)

dc
=

df (x∗(c), y∗(c))

dc

=
∂f

∂x∗
dx∗

dc
+
∂f

∂y∗
dy∗

dc
........................(regla de la cadena)

=

	
λ∗
∂g

∂x∗



dx∗

dc
+

	
λ∗
∂g

∂y∗



dy∗

dc
....(en el óptimo,fx = λgx, fy = λgy)

= λ∗
	
∂g

∂x∗
dx∗

dc
+
∂g

∂y∗
dy∗

dc




= λ∗
	
dg (x∗(c), y∗(c))

dc



....................(regla de la cadena, al revés)

= λ∗ (1) ................................................(enel óptimo,g(x, y) = c)

= λ∗.

Concluimos entonces que

λ∗ =
df ∗(c)

dc
.

De acuerdo con este resultado, el multiplicador de Lagrangeλ∗ representa la
razón de cambio instantánea del valor óptimof ∗(máximo o mínimo) de la función
f al cambiar el parámetroc. Éste es un caso particular del llamadoTeorema de la
Envolvente, que estudiaremos en la sección 5.4.

Es importante señalar que, para el caso de optimización con restricciones de
igualdad, el multiplicadorλ∗ puede tomar cualquier signo, independientemente de
que se trate de un problema de maximización o minimización. Ante un pequeño
incremento dec, si λ∗ > 0 se tiene que el valor óptimo def (ya sea el máximo, o
el mínimo) se incrementa, y siλ∗ < 0 éste decrece. Este resultado contrasta con el
correspondiente al caso de optimización sujeta a restricciones de desigualdad, en
dondeλ∗ no puede ser negativo, como veremos en la sección 5.3 correspondiente a
restricciones de desigualdad.
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Ejemplos:

1. Resuelve el problema

máx. f(x, y) = 9− x2 − y2

s.a. x+ y = 4.
Luego estima el valor máximo def si se utilizarax + y = 4.01 como nueva
restricción.

La función lagrangeana en este caso está dada por

L(x, y, λ) = 9− x2 − y2 + λ(4− x− y),
y las condiciones de primer orden correspondientes son

Lx = −2x− λ = 0
Ly = −2y − λ = 0
Lλ = 4− x− y = 0.

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene quef alcanza su valor
máximo,f ∗ = 1, en el punto(x∗, y∗) = (2, 2), conλ∗ = −4.

Para estimar el nuevo valor máximo def si la restricción se modifica a
x+ y = 4.01, utilizamos

λ∗ =
df ∗(c)

dc
≃ ∆f

∗

∆c
,

de donde
∆f ∗ ≃ λ∗∆c.

Tomamos el multiplicadorλ∗ = −4 evaluado en el óptimo inicial, y notamos
que∆c = 4.01 − 4 = 0.01, obteniendo∆f ∗ ≃ (−4)(0.01) = −0.04.
Así, al incrementarsec, de4 a 4.01, el máximo def disminuye (λ∗ < 0)
aproximadamente en0.04. De esta manera, el nuevo máximo sería
f ∗ ≃ 1 + ∆f ∗ = 1− 0.04 = 0.96, aproximadamente.

2. Resuelve el siguiente problema de maximización de la producciónP (L,K)
sujeto a una restricción presupuestal,

máx. P (L,K) = 50L2/3K1/3

s.a. 100L+ 300K = 45 000,
dondeL denota el trabajo yK el capital. ¿Cómo afectaría a la producción
máxima un ligero incremento presupuestal a partir de45 000?

La función lagrangeana en este caso está dada por

L(L,K, λ) = 50L2/3K1/3 + λ(45 000− 100L− 300K),
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y las condiciones de primer orden correspondientes son

LL =
100

3

	
K

L


1/3
− 100λ = 0

LK =
50

3

	
L

K


2/3
− 300λ = 0

Lλ = 45 000− 100L− 300K = 0.
Estas ecuaciones se conocen en economía comocondiciones de equimarginal-
idad, que expresan que en el óptimo se da la tangencia de la ecuación de
restricción presupuestal con alguna curva de nivel de la función de producción.

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene que la producción máxima,
P ∗ = 8254.8, se alcanza en el punto(L∗,K∗) = (300, 50), conλ∗ = 0.183 44.
Comoλ∗ > 0, un ligero incremento presupuestal a partir de45 000 generaría un
incremento en la producción máxima.

3. Resuelve el siguiente problema de minimización del costoC(L,K) sujeto a una
restricción de producción,

mín. C(L,K) = wL+ rK

s.a. L1/2K1/2 = Q,
dondeL denota el trabajo,K el capital,w el salario,r la tasa de interés yQ el
nivel de producción(w, r y Q constantes positivas). ¿Cómo afectaría al costo
mínimo un ligero incremento en la producción a partir deQ?

La función lagrangeana en este caso está dada por

L(L,K, λ) = wL+ rK + λ(Q− L1/2K1/2),

y las condiciones de primer orden correspondientes son

LL = w −
1

2
λ

	
K

L


1/2
= 0

LK = r −
1

2
λ

	
L

K


1/2
= 0

Lλ = Q− L1/2K1/2 = 0.
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Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene que el costo mínimo,
C∗ = 2Q

√
wr, se alcanza en el punto(L∗,K∗) = (Q

�
r
w
, Q

�
w
r
), con

λ∗ = 2
√
wr. Comoλ∗ > 0, un ligero incremento en la producción a partir deQ

generaría un incremento en el costo mínimo.

5.2.2 Condiciones suficientes de segundo orden

Las condicionesLx = 0, Ly = 0 y Lλ = 0, soncondiciones necesariasde
primer orden para los niveles óptimos de una función sujeta auna restricción de
igualdad. Existen ciertas condiciones bajo las cuales es posible asegurar que esos
óptimos dan origen a un máximo o un mínimo de la función, conocidas como
condiciones suficientesde segundo orden. Como se describe a continuación, los
criterios correspondientes se basan en un análisis de la concavidad o convexidad de
la función lagrangeanaL (¡no def !), con respecto a las variablesx, y y λ.

Como se discutió en la sección 5.2.1, resolver el problema deoptimización
restringida def ,

máx. f(x, y)
s.a. g(x, y) = c

es equivalente a resolver el problema de optimización librede la función
lagrangeana asociada,

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ(c− g(x, y)).
En vista de ello, para utilizar los criterios de concavidad oconvexidad inherentes
a problemas de optimización libre, es claro que estos deben aplicarse a la función
lagrangeanaL y no a la función objetivof .

La búsqueda de extremos locales es un problema sencillo cuando f y g son
doblemente diferenciables. En ese caso, es posible definir una matriz hessianaHL
para la lagrangeanaL con respecto aλ, x y y,

HL =



Lλλ Lλx Lλy

Lxλ Lxx Lxy

Lyλ Lyx Lyy


 =




0 −gx −gy
−gx Lxx Lxy

−gy Lyx Lyy


 .

Como se establece en el siguiente teorema, la clasificación de los puntos críticos de
L se basa en el signo del determinante|HL| ,

|HL| =

������

0 −gx −gy
−gx Lxx Lxy

−gy Lyx Lyy

������
=

������

0 gx gy
gx Lxx Lxy

gy Lyx Lyy

������
,

evaluado en cada nivel óptimo(x∗, y∗, λ∗).
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Teorema (condiciones suficientes para extremo local).Considera el problema
de optimización def(x, y) sobre la restricciónCg = {(x, y) |g(x, y) = c}, conf y
g funciones doblemente diferenciables enR2. Sea(x∗, y∗, λ∗) el punto crítico de la
lagrangeana correspondiente,L(x, y, λ) = f(x, y) + λ(c− g(x, y)), y sea

|HL(x∗, y∗, λ∗)| =

������

0 gx gy
gx Lxx Lxy

gy Lyx Lyy

������

el determinante de la matriz hessiana deL en(x∗, y∗, λ∗). Entonces

a) |HL(x∗, y∗, λ∗)| > 0⇒ (x∗, y∗) es un máximo local def enCg.
b) |HL(x∗, y∗, λ∗)| < 0⇒ (x∗, y∗) es un mínimo local def enCg.

Ejemplo:

Clasifica los puntos críticos del problema de optimización

optim. f(x, y) = x2 + y2

s.a. x2 + xy + y2 = 3.
La función lagrangeana en este caso es

L(x, y, λ) = x2 + y2 + λ(3− x2 − xy − y2).
A partir de las condiciones de primer orden se obtienen 4 puntos críticos, a saber,
los puntos(1, 1) y (−1,−1), conλ∗ = 2/3, y los puntos(

√
3,−
√
3) y (−

√
3,
√
3),

conλ∗ = 2. Como

|HL(1, 1, 2/3)| = |HL(−1,−1, 2/3)| = −24,���HL(
√
3,−
√
3, 2)

��� =
���HL(−

√
3,
√
3, 2)

��� = 24,
concluimos que(1, 1) y (−1,−1) son mínimos locales, mientras que(

√
3,−
√
3) y

(−
√
3,
√
3) son máximos locales.

Al igual que en el caso de optimización libre, la búsqueda de extremos globales
puede resultar bastante más compleja en general. Sin embargo, si se sabe que la
función lagrangeana es siempre cóncava o convexa en todo su dominio, se puede
asegurar que el óptimo restringido es un máximo o un mínimo global, como
establece el siguiente teorema.
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Teorema (condiciones suficientes para extremo global).Sea(x∗, y∗, λ∗) un
punto crítico de la lagrangeanaL(x, y, λ). Entonces

a)L es cóncava con respecta a(x, y)⇒ f tiene un máximo global en(x∗, y∗).
b)L es convexa con respecto a(x, y)⇒ f tiene un mínimo global en(x∗, y∗).

Ejemplos:

1. En el ejemplo de maximización def(x, y) = 9− x2 − y2 sujeto ax+ y = 4, la
lagrangeana

L(x, y, λ) = 9− x2 − y2 + λ(4− x− y)
es una función cóncava, ya que es la suma de la función cóncava9 − x2 − y2
con la función linealλ(4− x− y). Por lo tanto, en el punto óptimof presenta
un máximo global.

2. En el ejemplo de maximización de la producciónP (L,K) = 50L2/3K1/3 sujeto
a100L+ 300K = 45000, la lagrangeana

L(L,K, λ) = 50L2/3K1/3 + λ(45 000− 100L− 300K)
es una función cóncava, ya que es la suma de la función cóncava50L2/3K1/3

con la función linealλ(45 000 − 100L − 300K). Por lo tanto, en el punto
óptimo la producciónP presenta un máximo global.

3. En el ejemplo de minimización del costoC(L,K) = wL + rK sujeto a
L1/2K1/2 = Q, la lagrangeana

L(L,K, λ) = wL+ rK + λ(Q− L1/2K1/2)

es una función cóncava, ya que es la suma de la función linealwL+ rK con la
función convexaλ(Q− L1/2K1/2) (observa que esta última es convexa, ya que
−L1/2K1/2 es cóncava yλ > 0) . Por lo tanto, en el punto óptimo el costoC
presenta un mínimo global.

5.2.3 El caso multidimensional

Es fácil generalizar los resultados anteriores al caso multidimensional,
correspondiente a la optimización de una función den variables sujeta am < n
restricciones de igualdad,

máx./mín. f(x1, . . . , xn)
s.a. g1(x1, . . . , xn) = c1

...
gm(x1, . . . , xn) = cm, m < n.
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Es importante señalar que el númerom de restricciones debe ser estrictamente
menor al númeron de variables. De otra manera, sim = n el sistema de ecuaciones
podría tener una solución única, por lo que no habría grados de libertad para llevar
a cabo la optimización, o bien, sim > n habrían más ecuaciones que incógnitas y
el sistema podría ser inconsistente (no existiría soluciónposible).

La anterior condición de tangencia en el punto óptimo,∇f = λ∇g, se
generaliza ahora requiriendo que, en ese punto, el gradiente∇f de la funciónf
sea una combinación lineal del conjunto de gradientes{∇g1, . . . ,∇gm} de todas
las restricciones. En otras palabras, en el óptimo debe verificarse

∇f = λ1∇g1 + · · ·+ λm∇gm,
en dondeλ1, . . . , λm ∈ R son los multiplicadores de Lagrange correspondientes
a las restriccionesg1, . . . , gm. La existencia de estos multiplicadores sólo está
garantizada cuando el conjunto de gradientes{∇gj} en el óptimo es linealmente
independiente, lo que se conoce como lacualificación de las restricciones. Cuando
esta condición no se cumple el método de Lagrange puede fallar, como se discute
en la sección 5.2.4.

Teorema de Lagrange (condiciones necesarias de primer orden). Sean
f : S −→ R y g1, . . . , gm : S −→ R funciones diferenciables enS ⊂ Rn, con
m < n. Sea−→x ∗ ∈ S una solución del problema

máx./mín. f(−→x )
s.a. gj(

−→x ) = cj ,
con j = 1, . . . ,m. Si el conjunto de gradientes{∇gj(−→x ∗)} en el óptimo es

linealmente independiente, entonces existenλ∗1, . . . , λ
∗
m ∈ R tales que(−→x ∗,−→λ ∗)

es un punto crítico de la función lagrangeana

L(−→x ,−→λ ) = f(−→x ) +
m"

j=1

λj(cj − gj(−→x )).

En este caso, lasn+m condiciones de primer orden para la función lagrangeana
son 




∂L
∂x1

= ∂f
∂x1
− λ1 ∂g1∂x1

− · · · − λm∂gm
∂x1

= 0
...

∂L
∂xn

= ∂f
∂xn
− λ1 ∂g1

∂xn
− · · · − λm∂gm

∂xn
= 0

(n ecuaciones)





∂L
∂λ1

= c1 − g1(x1, . . . , xn) = 0
...

∂L
∂λm

= cm − gm(x1, . . . , xn) = 0.
(m ecuaciones)
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Las primerasn ecuaciones equivalen a la condición∇f = $m
j=1 λj∇gj, y las

restantes son lasm ecuaciones de restricción,gj(
−→x ) = cj. Al resolver el sistema

den+m ecuaciones se obtienen lasn coordenadas del punto óptimo,x∗1, . . . , x
∗
n,

y losmmultiplicadores de Lagrange,λ∗1, . . . , λ
∗
m.

El significado de los multiplicadoresλ1, . . . , λm es similar al del caso
con una sola restricción. En el caso multidimensional, a cada valor del
conjunto de parámetros−→c = (c1, . . . , cm) le corresponde un punto óptimo,
P (−→x ∗(−→c ),−→y ∗(−→c )). En consecuencia, el valor óptimof ∗ de la funciónf,

f ∗(−→c ) = f (−→x ∗(−→c ),−→y ∗(−→c )) ,
también depende de−→c . Utilizando lasn + m condiciones de primer orden

anteriores, es posible demostrar que

λ∗j =
∂f ∗(−→c )
∂cj

,

para cadaj = 1, . . . ,m. Así, λ∗j representa la razón de cambio instantánea del
valor óptimof ∗de la funciónf al cambiar el parámetrocj .

Por último, para clasificar los extremos locales y globales del problema puede
utilizarse un criterio de signos para la matriz hessiana deL, que es una matriz de
(n+m)× (n+m). Debido al tamaño de esa matriz, este método de clasificación
suele resultar bastante complejo. Sin embargo, en muchas delas aplicaciones de
interés es fácil identificar un extremo global, simplementeargumentando sobre la
concavidad o convexidad deL, de acuerdo al siguiente teorema.

Teorema (condiciones suficientes para extremo global).Sea(−→x ∗,−→λ ∗) un
punto crítico de la función lagrangeanaL(−→x ,−→λ ). Entonces

a)L es cóncava con respecto a−→x ⇒ f tiene un máximo global en(−→x ∗).
b)L es convexa con respecto a−→x ⇒ f tiene un mínimo global en(−→x ∗).

Ejemplo:

Resuelve el problema

máx. F (c1, c2, l1, l2) = ln c1 − l1 + β (ln c2 − l2)

s.a. 4l1/21 − c1 = b1
c2 − 4l1/22 = b1(1 + r),

dondeβ(1 + r) = 1, conβ, r > 0 parámetros del modelo.
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Para simplificar nuestros desarrollos, multiplicamos la segunda restricción por
β y utilizamos la condiciónβ(1 + r) = 1, obteniendo

β c2 − 4βl1/22 = b1.

La lagrangeana en este caso está dada por

L = ln c1 − l1 + β (ln c2 − l2) + λ1
�
b1 − 4l1/21 + c1

�
+ λ2

�
b1 − β c2 + 4βl1/22

�
,

que es función de las variablesc1, c2, l1, l2, b1, λ1 y λ2. Las7 condiciones de primer
orden son

∂L
∂c1

=
1

c1
+ λ1 = 0,

∂L
∂c2

=
β

c2
− βλ2 = 0,

∂L
∂l1

= −1− 2 λ1
l
1/2
1

= 0,
∂L
∂l2

= −β + 2β λ2
l
1/2
2

= 0,

∂L
∂b1

= λ1 + λ2 = 0,

∂L
∂λ1

= b1 − 4l1/21 + c1 = 0,
∂L
∂λ2

= b1 − β c2 + 4βl1/22 = 0.

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene que el óptimo ocurre en
l1 = l2 =

1
2
, c1 = c2 = 2

3/2, b1 = 0, λ1 = −2−3/2 = −λ2. Por último, tomando
el cuenta los signos de los multiplicadoresλ1 y λ2 se tiene queL es una función
cóncava, de modo que se trata efectivamente de un máximo.

5.2.4 Cualificación de las restricciones: ¿cuándo falla el
método de los multiplicadores de Lagrange?

El método de los multiplicadores de Lagrange para el problema de optimización
restringida def(x1, . . . , xn) sujeto agj(x1, . . . , xn) = cj , j = 1, . . . ,m, se basa en
el cumplimiento de la llamada cualificación de las restricciones,

∇f ∗ = λ∗1∇g∗1 + · · ·+ λ∗m∇g∗m.
Para que esta condición se cumpla es necesario que el conjunto de gradientes
en el óptimo{∇g∗1, . . . ,∇g∗m} sea linealmente independiente. Cuando esto no
sucede es posible que el método de Lagrange no te permita obtener ninguno de los
candidatos a óptimo, o bien, que no te dé todos los candidatosposibles. En ese
caso, es necesario complementar el método de Lagrange con otro tipo de búsqueda
de óptimos, como discutiremos a continuación.

En el caso particular de la optimización de una función de dosvariablesf(x, y)
sujeto a una sola restriccióng(x, y) = c, la cualificación de las restricciones se
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reduce a la condición de tangencia

∇f ∗ = λ∗∇g∗.
Esta condición no se cumple cuando el óptimo restringido(x∗, y∗) del problema
coincide con un punto crítico deg (∇g = −→0 ), a menos que este óptimo también
sea un punto crítico def (∇f = −→0 ), como se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Encuentra la solución al problema

máx. f(x, y) = −y
s.a. y3 − x2 = 0.

En este caso, la lagrangeana está dada por

L(x, y, λ) = −y + λ
�
x2 − y3

�
,

cuyas condiciones de primer orden son

Lx = 2λx = 0

Ly = −1− 3λy2 = 0
Lλ = x

2 − y3 = 0.
Es fácil verificar que no existe solución a este sistema de ecuaciones, por lo que
erróneamente podríamos concluir que en este problemaf no se maximiza. Sin
embargo, si graficamos algunas curvas de nivel def , dadas por−y =const., y la
curva de restriccióny = x2/3, observamos que la funciónf alcanza su máximo
en el punto(0, 0).

El método de Lagrange falla aquí, ya que no se verifica la condición
∇f ∗ = λ∗∇g∗. En efecto, como∇f(x, y) = −�j y ∇g(x, y) = −2x�i + 3y2�j,
por lo tanto en el óptimo se tiene

∇f ∗ = ∇f(0, 0) = −�j, ∇g∗ = ∇g(0, 0) = −→0 ,
es decir, el óptimo(0, 0) es un punto crítico deg, pero no def . Como en el
óptimo∇f ∗ �= −→0 y ∇g∗ = −→0 , por lo tanto no existeλ∗ tal que∇f ∗ = λ∗∇g∗.
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2. Encuentra la solución al problema

máx. f(x, y) = −x2 − y2

s.a. y3 − x2 = 0.
En este caso, la lagrangeana está dada por

L(x, y, λ) = −x2 − y2 + λ
�
x2 − y3

�
,

cuyas condiciones de primer orden son

Lx = −2x+ 2λx = 2x(λ− 1) = 0,
Ly = −2y − 3λy2 = y(−2− 3λy) = 0,

Lλ = x
2 − y3 = 0.

Es fácil verificar que este sistema de ecuaciones sí tiene solución, y ésta ocurre
en el punto(0, 0), que es la misma que se obtiene a partir de un análisis gráfico.

Aquí no falla el método, ya que sí se verifica la condición∇f∗ = λ∗∇g∗. En
efecto, como∇f(x, y) = −2x�i− 2y�j y ∇g(x, y) = −2x�i+ 3y2�j, por lo tanto
en el óptimo se tiene

∇f ∗ = ∇f(0, 0) = −→0 , ∇g∗ = ∇g(0, 0) = −→0 ,
es decir, el óptimo(0, 0) es un punto crítico tanto deg como def . Como en el
óptimo∇f ∗ = ∇g∗ = −→0 , por lo tanto se cumple la condición∇f ∗ = λ∗∇g∗
para todo valor deλ∗.

Este tipo de dificultades suele ocurrir cuando el óptimo restringido (x∗, y∗) def
coincide con algún punto cúspide de la curva de restriccióng(x, y) = c, en donde
no está definida la derivadady/dx. La cúspide se origina en el hecho de la función
z = g(x, y) tiene un punto crítico a lo largo de la curva de nivelg(x, y) = c. En
efecto, a lo largo de la curva de nivelg(x, y) = c por el Teorema de la Función
implícita se tiene

dy

dx
= −gx(x, y)

gy(x, y)
.

180



5.2 Optimización con restricciones de igualdad. Multiplicadores de Lagrange

Cuando el óptimo(x∗, y∗) es un punto crítico de la funciónz = g(x, y), entonces
∇g(x∗, y∗) = −→0 . Por lo tanto,

gx(x
∗, y∗) = gy(x

∗, y∗) = 0.

Como(x∗, y∗) está en la curvag(x, y) = c, se tieneg(x∗, y∗) = c, de modo que

dy

dx
= −gx(x

∗, y∗)

gy(x∗, y∗)
= −0

0
.

Por lo tanto, la derivadady/dx no está definida en(x∗, y∗) y la curvag(x, y) = c
tiene una cúspide en(x∗, y∗).

En resumen, los candidatos a óptimo para el problema de optimización
restringida son los puntos críticos de la función lagrangeanaL(x, y, λ), así como
los puntos críticos de la función de restriccióng(x, y), en donde posiblemente se
viole la cualificación de la restricción,∇f ∗ = λ∗∇g∗.

La extensión de los resultados anteriores para el caso multidimensional es
más compleja. Solamente mencionaremos aquí que si se tienem ecuaciones
de restricción, de la formagj(

−→x ) = cj, la cualificación de las restricciones
∇f∗ =$m

j=1 λ
∗
j∇g∗j se viola cuando el rango de la matriz

Dg(−→x ∗) =




∂g∗1
∂x1

· · · ∂g∗1
∂xn

...
...

...
∂g∗m
∂x1

· · · ∂g∗m
∂xn




es menor quem (ver, por ejemplo, el libro de Simon y Blume). En este caso, los
candidatos a óptimo para el problema de optimización restringida son los puntos
críticos de la función lagrangeanaL(−→x ,−→λ ), así como los puntos críticos de las
funciones de restriccióngj(

−→x ), en donde posiblemente se viole la cualificación de
las restricciones,∇f∗ =$m

j=1 λ
∗
j∇g∗j .
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5.3 Optimización con restricciones de desigualdad. Condiciones de
Kuhn-Tucker

En esta sección estudiaremos cómo resolver un problema de optimización para una
función sujeta arestricciones de desigualdad, en donde no todas las funciones son
lineales, lo que se conoce comoProgramación No Lineal.

La solución a un problema de optimización depende de la geometría de la región
factibleF . Diferentes tipos de restricciones dan origen a diferentessoluciones
óptimas, como se muestra en los siguientes casos. En ellos seconsidera la
maximización de una función cóncavaf : R2+ → R, representada por la superficie
z = f(x, y) generada por los puntos(x, y) ∈ R2+.

Caso 1.Primero consideremos el problema de maximización libre

máx. f(x, y).

Aquí la región factibleF es simplementeR2+. La siguiente figura muestra la región
F , algunas curvas de nivel def y el vector gradiente∇f , que indica la dirección
de crecimiento def . En este caso, la solución óptimaP corresponde al máximo no
restringido def. ComoP está fuera de la frontera deF (los ejes), se tiene queP
es unpunto interiorde la región factibleF .

Caso 2.Ahora consideremos la maximización def sujeta a una restricción de
igualdad, tal como

máx. f(x, y)
s.a. x+ y = 2.

Aquí la región factibleF es el segmento de rectax + y = 2 enR2+. La solución
óptima ocurre en el puntoP de la curvaF . Como una curva en el plano está
formada sólo de puntos frontera,P es unpunto fronterade la región factibleF .
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Caso 3.Por último, consideremos la maximización def sujeta a una restricción
de desigualdad, tal como

máx. f(x, y)
s.a. x+ y ≤ 2.

Aquí, la región factibleF es el triángulo definido porx + y ≤ 2, x ≥ 0 y y ≥ 0.
Dependiendo de la posición del máximo no restringido def con respecto a la
regiónF , la solución óptimaP puede ocurrir ya sea en unpunto interioro en un
punto fronteradeF .

Esto es lo que se conoce como unproblema de Kuhn-Tucker,y en las siguientes
secciones deduciremos las condiciones de optimalidad correspondientes.

5.3.1 Problemas de maximización

El siguiente ejemplo proporciona una idea intuitiva del problema de Kuhn-Tucker
para una función de una variable. Seaf : R → R una función cóncava,
representada gráficamente por la curvay = f(x) enR2. Buscamos el máximo
global del problema

máx. f(x)
s.a. x ≥ 0.

La siguiente figura muestra diferentes posibilidades para la funcióny = f(x) en
R
2. Dependiendo de la ubicación del máximo no restringido def con respecto a la

región factibleF , dada porx ≥ 0, la solución óptimaP puede ocurrir en un punto
interior o un punto frontera deF .
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En la figura de la izquierda, la soluciónP coincide con el máximo no restringido
def , que es el puntox∗ > 0 en dondef ′(x∗) = 0. En este caso,P es unpunto
interior deF . En la figura central, el máximo no restringido def cae fuera de la
región factible, de modo que la mejor soluciónP ocurre enx∗ = 0, conf ′(x∗) < 0.
Así,P es unpunto fronteradeF . Por último, en la figura de la derecha el máximo
no restringido def ocurre exactamente enx∗ = 0, conf ′(x∗) = 0. Nuevamente,P
es unpunto fronteradeF . Del análisis gráfico podemos concluir que en el óptimo
se verifican las siguientes tres condiciones

x∗ ≥ 0, f ′(x∗) ≤ 0 y x∗f ′(x∗) = 0.

Ahora consideremos el caso de una función de dos variables. Seaf : R2 → R

una función cóncava, representada por la superficiez = f(x, y) enR3, que deberá
maximizarse sujeto a una restricción de desigualdad,g(x, y) ≤ c, conc una
constante. Como se justificará más adelante, la restriccióncorrespondiente a un
problema de maximización deberá escribirse siempre en el formato dado (≤). De
esta manera, considera el problema

máx. f(x, y)

s.a. g(x, y) ≤ c.
La siguiente figura muestra diferentes posibilidades para la funciónz = f(x, y) en
R
3. Dependiendo de la ubicación del máximo no restringido def con respecto a la

región factibleF , dada porg(x, y) ≤ c, la solución óptimaP puede ocurrir en un
punto interior o un punto frontera deF .

En la figura de la izquierda, el máximo no restringido def ocurre en el interior
de la región factible,g(x, y) < c; la solución óptimaP es unpunto interiordeF .
En la figura central, el máximo no restringido def cae fuera de la región factible
y la mejor opción es el puntoP de la curvag(x, y) = c que se encuentra lo más
cercano posible a ese máximo; la solución óptimaP es unpunto fronteradeF . En
la figura de la derecha, el máximo no restringido def ocurre exactamente sobre la
curvag(x, y) = c, nuevamente, la solución óptimaP es unpunto fronteradeF . A
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continuación se muestran las proyecciones en el planoR
2 correspondientes a los

tres escenarios anteriores. En ellas se puede observar la región factibleF y algunas
curvas de nivel de cada una de las funcionesf .

En el primer caso, la existencia de la restricción resulta irrelevante, y el problema
puede resolverse a partir de la maximización libre def . En el segundo caso,
la restriccióng(x, y) ≤ c puede reemplazarse por la restricción de igualdad
g(x, y) = c, y la solución del problema puede obtenerse con el método de los
multiplicadores de Lagrange. El último caso es una combinación de los otros dos.

Con el fin de desarrollar un método general de solución que abarque los
tres casos anteriores, partimos de una descripción basada en el método de los
multiplicadores de Lagrange, pero que sea capaz de reducirse a un problema de
optimización libre cuando ése sea el caso. Al tratarse de unadescripción tipo
Lagrange, pediremos que en el óptimo se verifique la condición de tangencia

∇f = λ∇g.
La diferencia con el método original de Lagrange consiste enque ahora el problema
de optimización está sujeto a una restricción de desigualdad, g(x, y) ≤ c. Por esa
razón, debemos reemplazar la condicióng(x, y) = c de solución frontera por algún
otro criterio que permita la existencia de una solución interior, como se discutió
en los ejemplos anteriores. Como se justifica a continuación, este nuevo criterio
requiere el cumplimiento de las siguientes tres condiciones,

g(x, y) ≤ c, λ ≥ 0 y λ(g(x, y)− c) = 0.

La condicióng(x, y) ≤ c establece que en el óptimo se debe satisfacer la
restricción impuesta. Para entender la condiciónλ ≥ 0, o condición deno
negatividaddel multiplicadorλ, es necesario hacer la siguiente consideración.
Primero observa que la restricción de desigualdadg(x, y) ≤ c puede interpretarse
como el contorno inferiorCIg(c) de la funciónz = g(x, y) correspondiente a
z = c. Dado que el gradiente∇g apunta hacia el contorno superiorCSg(c) de
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g, por lo tanto∇g debe apuntar hacia afuera de la región factibleF , dada por
g(x, y) ≤ c, como se ilustra en la siguiente figura.

Imponer queλ ≥ 0 en la condición de tangencia∇f = λ∇g implica que, en el
óptimoP, los gradientes∇f y ∇g deben apuntar en el mismo sentido. Así, un
pequeño incremento∆c enc hará que el nuevo óptimoP ′ esté en una curva de
nivel con mayor valor def , como se muestra en la figura de la izquierda. Siλ < 0,
entonces∇f apuntaría en el sentido contrario a∇g, por lo que habría una curva de
nivel con un mayor valor def dentro de la región de restricción; en consecuencia,
P no podría ser el punto que maximiza af, ya que habría un mejor puntoP ′ dentro
de la región, como se muestra en la figura de la derecha.

Nota que la no negatividad deλ en el problema de Kuhn-Tucker contrasta con el
caso de una restricción de igualdad. En ese caso,λ podía tomar cualquier signo,
ya que la optimización se lleva a cabo en la curvag(x, y) = c, sin posibilidad de
desplazamiento hacia las regiones alrededor de la misma.

Para explicar la última condición,λ(g(x, y) − c) = 0, conviene analizar por
separado los tres casos anteriores. Cuando el máximo no restringido def ocurre
en el interior de la región de restricción, el óptimoP satisfaceg(x, y) < c. Ahí
∇f = −→0 y ∇g �= −→0 , por lo que la condición∇f = λ∇g implica queλ = 0 enP.
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Por otra parte, cuando el máximo no restringido def cae fuera de la región de
restricción, el óptimoP satisfaceg(x, y) = c. Ahí∇f �= −→0 y∇g �= −→0 , por lo que
la condición∇f = λ∇g implica queλ > 0 enP .

Por último, cuando el máximo no restringido def ocurre exactamente en la
frontera de la restricción, el óptimoP satisfaceg(x, y) = c. Como ahí∇f = −→0 y
∇g �= −→0 , la condición∇f = λ∇g implica queλ = 0 enP .
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Concluimos que en los tres casos se verifica la condiciónλ(g(x, y) − c) = 0,
que establece que en el óptimoP debe cumplirse al menos una de las siguientes
igualdades,

λ = 0 o g(x, y) = c.

5.3.1.1 Condiciones de Kuhn-Tucker para problemas de maximización

Los resultados de la discusión anterior para resolver el problema de Kuhn-Tucker

máx. f(x, y)

s.a. g(x, y) ≤ c,
se pueden formalizar en términos del método de Lagrange, de la siguiente manera.
Primeramente, se plantea la función lagrangeana

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ(c− g(x, y)).
En lugar de pedirLx = Ly = Lλ = 0 como en el método de Lagrange, ahora las
condiciones necesarias de primer ordenson

Lx = fx(x, y)− λgx(x, y) = 0
Ly = fy(x, y)− λgy(x, y) = 0,

que representan la tangencia (∇f = λ∇g) en el óptimo. La tercera igualdad,
Lλ = 0, equivalente ag(x, y) = c, debe sustituirse por las llamadascondiciones de
holgura complementaria,

Lλ ≥ 0, λ ≥ 0 y λLλ = 0,

o equivalentemente,

g(x, y) ≤ c, λ ≥ 0 y λ(g(x, y)− c) = 0.
La primera condición impone el cumplimiento de la restricción en el óptimo. La
condiciónλ ≥ 0 garantiza que al ampliar la región factible se obtendrá un valor
mayor para el óptimo def . La última condición establece queλ = 0 (optimización
libre) og(x, y) = c (problema de Lagrange) en el óptimo.

Por último, como se justificará en la sección 5.3.1.5 sobre condiciones
suficientes, la restricción en un problema de maximización siempre deberá estar
expresada en el formatog(x, y) ≤ c, con el fin de garantizar de que el óptimo
obtenido se trate efectivamente de un máximo (paraλ ≥ 0).
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Condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de maximización
máx.f(x, y), s.a. g(x, y) ≤ c.

1. Se construye la función lagrangeana correspondiente,

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ(c− g(x, y)).
2. Se establecen las condiciones de primer orden paraL, con respecto a las

variablesx y y solamente,

Lx = fx − λgx = 0
Ly = fy − λgy = 0.

3. Se establece las condiciones de holgura complementaria

Lλ ≥ 0, λ ≥ 0 y λLλ = 0,

o equivalentemente,

g(x, y) ≤ c, λ ≥ 0 y λ(g(x, y)− c) = 0.
4. Se resuelve, consistentemente, el sistema de ecuacionesy desigualdades.

Ejemplos:

1. Encuentra la solución al problema

máx. f(x, y) = x+ y

s.a. x2 + y2 ≤ 1.
En este caso, la lagrangeana correspondiente está dada por

L(x, y, λ) = x+ y + λ(1− x2 − y2).
Las condiciones de primer orden enx y y son

Lx = 1− 2λx = 0 (1)

Ly = 1− 2λy = 0, (2)
que deberán resolverse junto con las condiciones de holguracomplementaria

x2 + y2 ≤ 1, (3) λ ≥ 0, (4) λ(x2 + y2 − 1) = 0. (5)

Para resolver el sistema (1)-(5) conviene comenzar por la igualdad (5), que
establece que el óptimo debe cumplir al menos una de las condicionesλ = 0 o
x2 + y2 = 1. Analicemos cada caso por separado. i) Siλ = 0, las ecuaciones
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(1)-(2) conducen a una inconsistencia(¡1 = 0!) , por lo que esta opción se
descarta. ii) Six2 + y2 = 1, se obtiene el sistema de ecuaciones

1− 2λx = 0 (1)

1− 2λy = 0 (2)

x2 + y2 = 1, (6)
correspondiente a un punto frontera (x2 + y2 = 1) de la restricción. El sistema
tiene dos soluciones posibles,

(x1, y1) =

	
− 1√

2
,− 1√

2



y (x2, y2) =

	
1√
2
,
1√
2



.

Sustituyendo(x1, y1) en (1) se obtiene

λ1 =
1

2x1
= −
√
2

2
< 0.

Esto viola la condición (4) , por lo que esta opción se descarta. Por otra parte,
sustituyendo(x2, y2) en (1) se obtiene

λ2 =
1

2x2
=

√
2

2
> 0,

que satisface la condición (4). Así, sólo los valoresx2, y2, λ2, satisfacen las
condiciones (1)-(5) en su totalidad. Concluimos que el valor máximo def

ocurre en el punto fronteraP
�
1√
2
, 1√

2

�
, conλ2 =

√
2/2 y f∗ = 2√

2
.

La siguiente figura muestra la región factibleF , x2 + y2 ≤ 1, y algunas curvas
de nivel def , dadas porx + y =const. Tomando en cuenta la dirección de
crecimiento def , dada por el vector gradiente∇f, es claro que la solución

óptima ocurre en el punto fronteraP
�
1√
2
, 1√

2

�
de la restricción, en dondef

toma su máximo valor posible.
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Nota que, al ser la solución un punto frontera deF , este problema de
Kuhn-Tucker es enteramente equivalente al problema de Lagrange

máx. f(x, y) = x+ y

s.a. x2 + y2 = 1.

2. Encuentra la solución al problema

máx. f(x, y) = 9− (x− 2)2 − (y − 2)2

s.a. 2x+ 3y ≤ 12.
En este caso, la lagrangeana correspondiente es

L(x, y, λ) = 9− (x− 2)2 − (y − 2)2 + λ(12− 2x− 3y)
Las condiciones de primer orden enx y y son

Lx = −2(x− 2)− 2λ = 0 (1)

Ly = −2(y − 2)− 3λ = 0, (2)
que deberán resolverse junto con las condiciones de holguracomplementaria

2x+ 3y ≤ 12, (3) λ ≥ 0, (4) λ(2x+ 3y − 12) = 0. (5)

De la igualdad (5) se sigue queλ = 0 o 2x + 3y = 12. i) Si λ = 0, las
ecuaciones (1)-(2) implican

x = y = 2, (6)

en donde todas las condiciones (1)-(5) se satisfacen. Nota que (6) constituye un
punto interior de la restricción, ya que

2x+ 3y = 2(2) + 3(2) = 10 < 12. (7)

ii) Si 2x+ 3y = 12, se obtiene el sistema de ecuaciones

−2(x− 2)− 2λ = 0 (1)

−2(y − 2)− 3λ = 0 (2)
2x+ 3y = 12, (9)

que correspondería a un punto frontera. Al resolver el sistema obtenemos el
punto(x, y) =

�
30
13
, 32
13

�
, conλ = − 4

13
< 0, que viola la condición (4). Así, esta

opción se descarta. Concluimos que el valor máximo def ocurre en el punto
P (2, 2) , conλ = 0 y f ∗ = 9.

La siguiente figura muestra la región factibleF , 2x+3y ≤ 12, y algunas curvas
def , dadas por9− (x− 2)2− (y− 2)2 =const. Tomando en cuenta la dirección
del vector gradiente∇f, el máximo restringido def coincide con su punto de
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optimización libre,P (2, 2) . Como en ese punto2x + 3y < 12, P es un punto
interior de la restricción, y por tantoλ = 0 ahí.

5.3.1.2 El caso multidimensional

Los resultados anteriores pueden generalizarse fácilmente para el caso de la
optimización de una funciónf de varias variables, sujeta a una colección de
restricciones de desigualdad, de la forma

máx. f(x1, . . . , xn)

s.a gj(x1, . . . , xn) ≤ cj , j = 1, . . . ,m.
Aquí el númerom de restricciones puede ser mayor, menor o igual al númeron
de variables, debido a que la región factibleF es la intersección de desigualdades
(por ejemplo, un polígono enR2) y no de igualdades, como en el caso de Lagrange
(en dondem < n). Para cada restriccióngj(

−→x ) ≤ cj se introduce un multiplicador
de Lagrangeλj, y se establecen las condiciones que se enuncian a continuación.

Condiciones de Kuhn-Tucker para el problemamáx. f(−→x ) s.a. gj(
−→x ) ≤ cj,

j = 1, . . . ,m, −→x ∈ Rn.

1. Se construye la función lagrangeana correspondiente

L(−→x ,−→λ ) = f(−→x ) +
m"

j=1

λj(cj − gj(−→x )).

2. Se establecenn condiciones de primer orden paraL, enxi, i = 1, . . . , n

Lxi = 0, i = 1, . . . , n.

3. Se establecenm condiciones de holgura complementaria

gj(
−→x ) ≤ cj, λj ≥ 0 y λj(gj(

−→x )− cj) = 0, j = 1, . . . ,m,

o equivalentemente,

Lλj ≥ 0, λj ≥ 0 y λjLλj = 0.

4. Se resuelve consistentemente el sistema de ecuaciones y desigualdades.
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Ejemplos:

1. Encuentra la solución al problema

máx. f(x, y) = x1/2y1/2

s.a. x+ y ≤ 2 (I)
x+ 2y ≥ 2 (II)

x ≥ 0. (III)
Primeramente, escribimos las restricciones en el formatogj(

−→x ) ≤ cj, es decir,

máx. f(x, y) = x1/2y1/2

s.a. x+ y ≤ 2
− x− 2y ≤ −2

− x ≤ 0
La lagrangeana correspondiente está dada por

L(x, y, λ1, λ2, λ3) = x1/2y1/2 + λ1(2− x− y) + λ2(−2 + x+ 2y) + λ3x,
que en el óptimo satisface las condiciones de igualdad

Lx =
y1/2

2x1/2
− λ1 + λ2 + λ3 = 0, (1)

Ly =
x1/2

2y1/2
− λ1 + 2λ2 = 0, (2)

junto con las condiciones de holgura complementaria

x+ y ≤ 2, λ1 ≥ 0, λ1(x+ y − 2) = 0, (3)
x+ 2y ≥ 2, λ2 ≥ 0, λ2(x+ 2y − 2) = 0, (4)
x ≥ 0, λ3 ≥ 0, λ3x = 0. (5)

De las igualdades en (3), (4) y (5) se siguen23 = 8 casos, i)λ1 = λ2 = λ3 = 0,
ii) λ1 = λ2 = x = 0, etc, cuyo análisis puede resultar engorroso. En lugar
de esto, conviene utilizar un análisis gráfico para reducir el número de casos.
Para ello, dibujamos la región factibleF (intersección de las tres restricciones
de desigualdad), algunas curvas de nivel def , así como el gradiente∇f, para
determinar la dirección de crecimiento def.
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En la gráfica se observa que el puntoP que maximiza af ocurre en donde la
restricción I está activa,

x+ y = 2, (6)
mientras que las restricciones II y III no lo están (x + 2y > 2 y x > 0). De
acuerdo con las igualdades en (4) y (5), esta última afirmación implica que

λ2 = 0 y λ3 = 0. (7)

Por último, resolvemos el sistema de igualdades (1), (2), (6) y (7) para
x, y, λ1, λ2 y λ3, y verificamos el cumplimiento de la condiciónλ1 ≥ 0. Con
esto, se tiene que el valor máximo def sucede en el puntoP (1, 1) , con
λ1 =

1
2
> 0, λ2 = λ3 = 0 y f ∗ = 1.

Geométricamente,λ2 = 0 significa que si la restricción II se modificara
ligeramente, digamos ax + 2y ≥ 2.01, esto no afectaría la posición actual
del óptimo,(x∗, y∗) = (1, 1). Lo mismo sucede con la restricción III, ya que
λ3 = 0. En contraste,λ1 �= 0 implica que un pequeño cambio en la restricción
I sí produciría una nueva solución óptima. Por esta razón, a los multiplicadores
de Lagrangeλj se les denominavariables de sensibilidadante cambios en los
parámetroscj.

Aquí la solución óptima es un punto frontera de la restricción I, y no es sensible
a cambios infinitesimales en las restricciones II y III. En consecuencia, este
problema de Kuhn-Tucker es enteramente equivalente al problema de Lagrange

máx. f(x, y) = x1/2y1/2

s.a. x+ y = 2.

2. Resuelve el siguiente problema de maximización de la utilidad de un individuo,
u(x, y), en dondep,m > 0:

máx.u(x, y) = x+ ln(1 + y)

s.a. px+ y ≤ m (I)
x ≥ 0 (II)
y ≥ 0. (III)
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Primeramente, escribimos las restricciones en el formatogj(
−→x ) ≤ cj, es decir,

máx. u(x, y) = x+ ln(1 + y)

s.a. px+ y ≤ m
− x ≤ 0
− y ≤ 0.

La lagrangeana correspondiente está dada por

L(x, y, λ1, λ2, λ3) = x+ ln(1 + y) + λ1(m− px− y) + λ2x+ λ3y,
que en el óptimo satisface las condiciones de igualdad

Lx = 1− pλ1 + λ2 = 0, (1)

Ly =
1
1+y
− λ1 + λ3 = 0, (2)

junto con las condiciones de holgura complementaria

px+ y ≤ m, λ1 ≥ 0, λ1(px+ y −m) = 0, (3)
x ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ2x = 0, (4)
y ≥ 0, λ3 ≥ 0, λ3y = 0. (5)

Es claro de (1) queλ1 �= 0, ya que en ese casoλ2,3 < 0. En consecuencia,
λ1 > 0 y la condición (3) implica

px+ y = m. (6)

Nos quedan, entonces, sólo22 = 4 casos:

i) Si x∗ = 0 y y∗ = 0, se viola la condición (6), ya quem > 0.

ii) Si x∗ > 0 y y∗ = 0, de (6) se sigue quex∗ = m/p. De (4) y (1) se obtiene
λ2 = 0, λ1 = 1/p. De (2) y (5), se tieneλ3 = (1/p) − 1 ≥ 0, de donde
0 < p ≤ 1.

iii) Si x∗ = 0 y y∗ > 0, de (6) se sigue quey∗ = m. De (5) y (2) se obtiene
λ3 = 0, λ1 = 1/(1 +m) > 0. De (1) y (4) se tieneλ2 = p/(1 +m)− 1 ≥ 0,
de dondep ≥ m+ 1.

iv) Si x∗ > 0 y y∗ > 0, de (4) y (5) se tieneλ2 = λ3 = 0. De (1) y(2) se obtiene
λ1 = 1, y∗ = p − 1. De (4), (5) y (6) se tienex∗ = (m + 1 − p)/p > 0,
y∗ = p− 1 > 0, de donde1 < p < m+ 1.

En resumen, la solución del problema es la siguiente:

A. Si 0 < p ≤ 1, entonces(x∗, y∗) = (m/p, 0), conλ1 = 1/p, λ2 = 0,
λ3 = (1− p) /p.

B. Si 1 < p < m + 1, entonces(x∗, y∗) = ((m+ 1− p)/p, p− 1), con
λ1 = 1/(1 +m), λ2 = (p− 1−m) /(1 +m), λ3 = 0.
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C. Sip ≥ m+ 1, entonces(x∗, y∗) = (0,m), conλ1 = 1, λ2 = λ3 = 0.

3. Encuentra la solución al siguiente problema de maximización de la utilidad de
un individuo,u(x, y), en dondeA ∈ (40, 120) es un parámetro:

máx.u(x, y) =
1

3
ln x+

1

3
ln y

s.a. 3x+ y ≤ A (I)
x+ y ≤ 40 (II)

x ≥ 0 (III)
y ≥ 0. (IV)

Para entender por qué se impone la condiciónA ∈ (40, 120), considera las
siguientes figuras. De acuerdo con la figura de la izquierda, si A ≤ 40, entonces
la restricción I sería irrelevante (F es la intersección de I-IV). De acuerdo con
la figura de la derecha, siA ≥ 120, entonces sería irrelevante la restricción II.

Por otra parte, observa que en este ejemplo podemos ignorar las restricciones III
y IV, ya que el dominio de la función objetivo está enR++, por lo que no puede
existir solución a lo largo de los ejes coordenados. De esta manera, la función
lagrangeana correspondiente está dada por

L = 1

3
ln x+

1

3
ln y + λ1(A− 3x− y) + λ2(40− x− y),

que en el óptimo debe satisfacer las condiciones de igualdad

Lx =
1

3x
− 3λ1 − λ2 = 0 (1)
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Ly =
1

3y
− λ1 − λ2 = 0 (2)

junto con las condiciones de holgura complementaria

3x+ y ≤ A, λ1 ≥ 0, λ1(3x+ y − A) = 0, (3)
x+ y ≤ 40, λ2 ≥ 0, λ2(x+ y − 40) = 0. (4)

De las igualdades en (3) y (4) se siguen22 = 4 casos:

i)Si λ1 = 0 y λ2 = 0, se violan las condiciones (1) y (2), ya que∇u �= −→0 .

ii) Si en el óptimo está activa la restricción I (3x + y = A) e inactiva la
restricción II (x+ y < 40), entonces ahí se cumple

3x+ y = A

λ2 = 0
1

3x
− 3λ1 − λ2 = 0

1

3y
− λ1 − λ2 = 0.

La solución de este sistema es

x∗ =
A

6
, y∗ =

A

2
, λ1 =

2

3A
, λ2 = 0.

Adicionalmente, como en este casox∗ + y∗ < 40, por lo tanto

40 < A < 60.

iii) Si en el óptimo están activas la restricción I (3x+ y = A) y la restricción II
(x+ y = 40), entonces ahí se cumple

3x+ y = A

x+ y = 40
1

3x
− 3λ1 − λ2 = 0

1

3y
− λ1 − λ2 = 0.

La solución de este sistema es

x∗ =
A− 40
2

, y∗ =
120−A
2

, λ1 =
2(80− A)

3(A− 40)(120− A) , λ2 =
4(A− 60)

3(A− 40)(120− A) .

Adicionalmente, comoλ1 ≥ 0 y λ2 ≥ 0, por lo tanto

60 ≤ A ≤ 80.
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iv) Por último, si en el óptimo está inactiva la restricción I(3x+ y < A) y activa
la restricción II (x+ y = 40), entonces ahí se cumple

λ1 = 0

x+ y = 40
1

3x
− 3λ1 − λ2 = 0

1

3y
− λ1 − λ2 = 0.

La solución de este sistema es

x∗ = 20, y∗ = 20, λ1 = 0, λ2 =
1

60
.

Adicionalmente, como en este caso3x∗ + y∗ < A, por lo tanto

80 < A < 120.

En resumen, la solución del problema es la siguiente:

A. Si 40 < A < 60, entonces(x∗, y∗) =

	
A

6
,
A

2



, conλ1 =

2

3A
, λ2 = 0.

B. Si 60 ≤ A ≤ 80, entonces(x∗, y∗) =

	
A− 40
2

,
120−A
2



, con

λ1 =
2(80− A)

3(A− 40)(120−A) , λ2 =
4(A− 60)

3(A− 40)(120− A) .

C. Si80 < A < 120, entonces(x∗, y∗) = (20, 20), conλ1 = 0, λ2 =
1

60
.
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5.3.1.3 No negatividad de las variablesxi

En economía, las variables independientesx1, . . . , xn, suelen representar
cantidades, precios y otras variables que no pueden tomar valores negativos. En
consecuencia, en los problemas de optimización aparecerá una o varias restricciones
del tipoxi ≥ 0, además de las restricciones económicas (presupuestales, de
producción, etc.).

Una manera de incorporar este tipo de restricción al método de Kuhn-Tucker
consiste en introducir un multiplicador de Lagrange adicional, digamosµi, por
cada restricciónxi ≥ 0, tal y como lo hicimos en el ejemplo 1, para la restricción
x ≥ 0. Así, por ejemplo, para un problema del tipo

máx f(x, y)

s.a. g(x, y) ≤ c,
x ≥ 0, (es decir,− x ≤ 0)
y ≥ 0, (es decir,− y ≤ 0)

se puede plantear una lagrangeana de la forma

L(x, y, λ, η) = f(x, y) + λ(c− g(x, y)) + µ1x+ µ2y,
que en el óptimo satisface las condiciones

Lx = fx − λgx + µ1 = 0
Ly = fy − λgy + µ2 = 0

g(x, y) ≤ c, λ ≥ 0, λ(g(x, y)− c) = 0
x ≥ 0, µ1 ≥ 0, µ1x = 0
y ≥ 0, µ2 ≥ 0, µ2y = 0

Existe una manera alternativa de incorporar las condicionesx ≥ 0, y ≥ 0. Para
ello, nota que la condiciónLx = 0 implicaµ1 = − (fx − λgx) . Además, como
µ1 ≥ 0 se tiene que− (fx − λgx) ≥ 0, es decir,

fx − λgx ≤ 0.
Esto equivale a reemplazar la condiciónLx = 0 por las condiciones

Lx ≤ 0, x ≥ 0 y xLx = 0.

Un argumento similar se sigue para la condición de no negatividad en la variabley.

De hecho, si suponemos que la lagrangeanaL es una función cóncava en todas
sus variables, nota que una condición de la forma

Lxi ≤ 0, xi ≥ 0 y xiLxi = 0, i = 1, . . . , n
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simplemente garantiza la existencia de un máximo global paraL en la región
xi ≥ 0.

De esta manera, este segundo planteamiento consiste en proponer una
lagrangeana de la siguiente forma (sin los multiplicadoresµ1 y µ2)

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ(c− g(x, y)),
que en el óptimo satisface las condiciones modificadas

Lx = fx − λgx ≤ 0, x ≥ 0, xLx = 0

Ly = fy − λgy ≤ 0, y ≥ 0, yLy = 0

g(x, y) ≤ c, λ ≥ 0, λ(g(x, y)− c) = 0,
como se resume a continuación.

Condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de variables nonegativas:
máx.f(−→x ) s.a.gj(

−→x ) ≤ cj , xi ≥ 0, j = 1, . . . ,m, −→x ∈ Rn.

1. Se construye la función lagrangeana correspondiente

L(−→x ,−→λ ) = f(−→x ) +
m"

j=1

λj(cj − gj(−→x )).

2. Se establecenn condiciones de holgura complementaria para las variables no
negativasxi :

Lxi ≤ 0, xi ≥ 0 y xiLxi = 0, i = 1, . . . , n

3. Se establecenm condiciones de holgura complementaria para las restricciones
gj(
−→x ) ≤ cj:

gj(
−→x ) ≤ cj, λj ≥ 0 y λj(gj(

−→x )− cj) = 0, j = 1, . . . ,m.

o, equivalentemente,

Lλj ≥ 0, λj ≥ 0 y λjLλj = 0, j = 1, . . . ,m.

4. Se resuelve consistentemente el sistema de ecuaciones y desigualdades.
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Ejemplo:

Encuentra la solución del problema

máx. f(x, y) = 9− x2 − (y − 2)2

s.a. x+ y ≤ 1 (I)

x ≥ 0 (II)

y ≥ 0. (III)
La lagrangeana correspondiente es

L(x, y, λ) = 9− x2 − (y − 2)2 + λ (1− x− y) ,
que en el óptimo satisface las condiciones de no negatividad

Lx = −2x− λ ≤ 0, x ≥ 0, x (2x+ λ) = 0, (1)
Ly = −2(y − 2)− λ ≤ 0, y ≥ 0, y (2(y − 2) + λ) = 0, (2)

x+ y ≤ 1, λ ≥ 0, λ (x+ y − 1) = 0. (3)

De las tres igualdades en (1)-(3) se siguen23 = 8 casos. Como se observa en la
figura, de esos casos el único que nos interesa es aquél en donde la solución óptima
ocurre simultáneamente en las fronteras de las restricciones I y II, es decir,

x+ y = 1, x = 0.

Sustituyendo esto en el sistema de desigualdades, se obtiene que la solución óptima
es(x∗, y∗) = (0, 1), conλ = 2 y f ∗ = 8.

Por último, debes tener mucho cuidado en el manejo de la condición de no
negatividad de las variables,xi ≥ 0, en problemas de economía. Ésta puede ser
ignorada, sólo si sabesa priori que existe la restricciónxi > 0 en el dominio de
la función objetivof , o bien, cuando la derivada parcialfxi diverge enxi = 0.
En cualquiera de estos casos, la solución óptima ocurrirá enxi > 0. Si esto no
sucede, al ignorar la restricciónxi ≥ 0 puedes obtener resultados erróneos cuando
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el óptimo ocurre precisamente enxi = 0 (soluciones de esquina).

5.3.1.4 Restricciones mixtas En algunos problemas de optimización se
tiene un conjunto de restricciones mixtas, en el sentido de que existen tanto
restricciones de igualdad, del tipogj = cj , como restricciones de desigualdad,
del tipogl ≤ cl. Es posible demostrar (ver Simon & Blume) que en este caso el
problema de optimización es una combinación de un problema de Lagrange y uno
de Kuhn-Tucker, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Plantea el siguiente problema de optimización:

máx. f(x, y, z)

s.a. g(x, y, z) = c
h(x, y, z) ≤ d.

En este caso, podemos plantear una lagrangeana de la forma

L(x, y, z, λ1, λ2) = f(x, y, z) + λ1(c− g(x, y, z)) + λ2(d− h(x, y, z)),
con condiciones de primer orden

Lx = 0

Ly = 0

Lz = 0

g(x, y, z) = c

h(x, y, z) ≤ d, λ2 ≥ 0 y λ2(h(x, y, z)− d) = 0.
5.3.1.5 Condiciones suficientes para un máximo global

Una vez establecidas las condiciones necesarias de optimalidad en el problema
de Kuhn-Tucker, buscamos condiciones que garanticen que elóptimo es un
máximo global. Al igual que en un problema de Lagrange (sección 5.2), se puede
demostrar que una condición suficiente para máximo es que seacóncava la función
lagrangeanaL = f(−→x ) + Σjλj(cj − gj(−→x )). Dado que en este casoλj > 0, esto
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se satisface si la función objetivof es cóncava y cada función de restriccióngj(
−→x )

es convexa, como se establece el siguiente teorema.

Teorema de suficiencia para un máximo global.Si el punto−→x ∗ satisface las
condiciones de Kuhn-Tucker para el problema

máx. f(−→x )
s.a. gj(

−→x ) ≤ cj, j = 1, . . . ,m,
dondef ∈ C1es cóncava y cada funcióngj ∈ C1 es convexa, entonces el máximo
global def se alcanza en−→x ∗.

El requisito de concavidad para la función objetivof es claro en un problema
de maximización. La convexidad de las funcionesgj se explica de la siguiente
manera. Cuando hay una sola restricción de desigualdad,g(−→x ) ≤ c, pedir que
z = g(−→x ) sea una función convexa te garantiza que su contorno inferior o región
factibleg(−→x ) ≤ c sea una región convexa.

Cuando hay varias restricciones de desigualdad, la región factible es la intersección
de todas las restriccionesgj ≤ cj. Pedir que cada funciónz = gj(

−→x ) sea convexa
garantiza que sus contornos inferioresgj(

−→x ) ≤ cj son conjuntos convexos, de
modo que su intersección también será una región convexa.

Por último, sabemos que muchos problemas de optimización eneconomía se
consideran funciones objetivo cuasicóncavas, en lugar de cóncavas. En vista de
ello, a continuación presentamos un teorema de suficiencia alternativo, debido a
K.J. Arrow y A.C. Enthoven, que constituye una versión menosrestrictiva que la
del teorema anterior.
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Teorema de Arrow-Enthoven para un máximo global. Si el punto−→x ∗
satisface las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema

máx. f(−→x )
s.a. gj(

−→x ) ≤ cj , j = 1, . . . ,m,
dondef ∈ C1es cuasicóncava y cada funcióngj ∈ C1 es cuasiconvexa, entonces
el máximo global def se alcanza en−→x ∗.

Nota que la condición de cuasiconvexidad para las funcionesde restriccióngj
garantiza que sus contornos inferioresgj(

−→x ) ≤ cj sean regiones convexas, como
ocurre con las funciones de restricción convexas.

5.3.2 Problemas de minimización

A diferencia de un problema de Lagrange, en un problema de Kuhn-Tucker
el planteamiento para un caso de maximización difiere del de un caso de
minimización. Por razones de claridad, en la discusión anterior nos enfocamos
exclusivamente en problemas de maximización. A continuación presentamos cómo
adaptar esos resultados para el caso de problemas de minimización.

Las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de minimización se basan
en un razonamiento similar al del problema de maximización.En ambos casos, un
aspecto importante se refiere al formato en el que debe expresarse la restricción
de desigualdad. En el caso de maximización, el formatog(x, y) ≤ c para la
restricción, junto con la condiciónλ ≥ 0, garantizan que al ampliarse la región
factible se obtendrá el mejor máximo posible para el problema. Para que esto
mismo ocurra en un problema de minimización, pero aún conservando la condición
λ ≥ 0, será necesario expresar la restricción en la formag(x, y) ≥ c, como se
justificará más adelante, con las condiciones de segundo orden.

Nos interesa, entonces, resolver un problema de minimización, de la forma

mín. f(x, y)
s.a. g(x, y) ≥ c.

Para ello, se parte de la función lagrangeana

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ(c− g(x, y)),
que presenta la misma forma funcional que en el caso de maximización. Para esta
función, se establecen las condiciones necesarias de primer orden,

Lx = fx(x, y)− λgx(x, y) = 0
Ly = fy(x, y)− λgy(x, y) = 0,
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que nuevamente representan la condición de tangencia (∇f = λ∇g) en el
óptimo. En relación con las condiciones de holgura complementaria, ahora deberá
verificarse

Lλ ≤ 0, λ ≥ 0 y λLλ = 0,
o equivalentemente,

g(x, y) ≥ c, λ ≥ 0 y λ(g(x, y)− c) = 0.
La primera condición de holgura impone el cumplimiento de larestricción en el
óptimo. La condiciónλ ≥ 0 garantiza que un pequeño incremento enc generará
un menor valor para el óptimo def . La última condición establece queλ = 0
(optimización libre) og(x, y) = c (problema de Lagrange) en el óptimo. Estas son
las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de minimización.

Condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de minimización
mín.f(x, y), s.a. g(x, y) ≥ c.

1. Se construye la función lagrangeana correspondiente

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ(c− g(x, y)).
2. Se establecen las condiciones de primer orden paraL, con respecto a las

variablesx y y solamente,

Lx = fx − λgx = 0,
Ly = fy − λgy = 0.

3. Se establece las condiciones de holgura complementaria

Lλ ≤ 0, λ ≥ 0 y λ(g(x, y)− c) = 0,
o equivalentemente,

g(x, y) ≥ c, λ ≥ 0 y λ(g(x, y)− c) = 0.
4. Se resuelve, consistentemente, el sistema de ecuacionesy desigualdades.

Ejemplo:

Encuentra la solución al problema

mín. f(x, y) = −y
s.a. x2 + y2 ≤ 1.
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Primeramente escribimos el problema en un formato adecuado, es decir,

mín. f(x, y) = −y
s.a. − x2 − y2 ≥ −1.

Así, la lagrangeana correspondiente está dada por

L(x, y, λ) = −y + λ(−1 + x2 + y2).
Las condiciones de primer orden enx y y son

Lx = 2λx = 0 (1)

Ly = −1 + 2λy = 0, (2)
que deberán resolverse junto con las condiciones de holguracomplementaria

x2 + y2 ≤ 1, (3) λ ≥ 0, (4) λ(x2 + y2 − 1) = 0. (5)

Nota que la desigualdad en (3) está escrita en el formato original, sin que esto
afecte el resultado; el formato≥ es importante sólo en las ecuaciones (1) y (2). De
acuerdo con la igualdad (5), se tienen dos casos,λ = 0 o x2 + y2 = 1. i) Si λ = 0,
la ecuación (2) conduce a una inconsistencia(¡− 1 = 0!) , por lo que esta opción
se descarta. ii) Six2 + y2 = 1, se obtiene el sistema de ecuaciones

2λx = 0 (1)

−1 + 2λy = 0 (2)
x2 + y2 = 1, (6)

correspondiente a un punto frontera (x2 + y2 = 1) de la restricción. El sistema
tiene dos soluciones posibles,

(x1, y1) = (0,−1) y (x2, y2) = (0, 1) .

Sustituyendo(x1, y1) en (2) se obtiene

λ1 =
1

2y1
= −1

2
< 0.

Esto viola la condición (4) , por lo que esta opción se descarta. Por otra parte,
sustituyendo(x2, y2) en (2) se obtiene

λ2 =
1

2y2
=
1

2
> 0,

que satisface la condición (4). Así, sólo los valoresx2, y2, λ2, satisfacen las
condiciones (1)-(5) en su totalidad. Concluimos que el valor mínimo def ocurre
en el punto fronteraP (0, 1) , conλ2 = 1/2 y f ∗ = −1.

La siguiente figura muestra la región factibleF , x2 + y2 ≤ 1, y algunas
curvas de nivel def , dadas por−y =const. Tomando en cuenta la dirección de
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crecimiento def , dada por el vector gradiente∇f, es claro que la solución óptima
ocurre en el punto fronteraP (0, 1) de la restricción, en dondef toma su mínimo
valor posible.

Para el caso con varias restricciones, el método de Kuhn-Tucker se generaliza
de la siguiente manera.

Condiciones de Kuhn-Tucker para el problemamín. f(−→x ) s.a.gj(
−→x ) ≥ cj,

j = 1, . . . ,m, −→x ∈ Rn.

1. Se construye la función lagrangeana correspondiente

L(−→x ,−→λ ) = f(−→x ) +
m"

j=1

λj(cj − gj(−→x )).

2. Se establecenn condiciones de primer orden paraL, enxi, i = 1, . . . , n

Lxi = 0, i = 1, . . . , n.

3. Se establecenm condiciones de holgura complementaria

gj(
−→x ) ≥ cj, λj ≥ 0 y λj(gj(

−→x )− cj) = 0, j = 1, . . . ,m,

o equivalentemente,

Lλj ≤ 0, λj ≥ 0 y λjLλj = 0.

4. Se resuelve consistentemente el sistema de ecuaciones y desigualdades.

Ejemplo:

Encuentra la solución al problema

mín. f(x, y) = x2 + y2

s.a. x+ y ≤ 2 (I)
x+ 2y ≥ 2 (II)

x ≥ 0. (III)
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Primeramente, escribimos las restricciones en el formato adecuado,

mín. f(x, y) = x2 + y2

s.a. − x− y ≥ −2
x+ 2y ≥ 2
x ≥ 0.

La lagrangeana correspondiente está dada por

L(x, y, λ1, λ2, λ3) = x2 + y2 + λ1(−2 + x+ y) + λ2(2− x− 2y) + λ3(−x),
que satisface las condiciones de igualdad

Lx = 2x+ λ1 − λ2 − λ3 = 0, (1)
Ly = 2y + λ1 − 2λ2 = 0, (2)

junto con las condiciones de holgura complementaria

x+ y ≤ 2, λ1 ≥ 0, λ1(x+ y − 2) = 0, (3)
x+ 2y ≥ 2, λ2 ≥ 0, λ2(x+ 2y − 2) = 0, (4)
x ≥ 0, λ3 ≥ 0, λ3x = 0. (5)

De las igualdades en (3), (4) y (5) se siguen23 = 8 casos, algunos de los cuales
pueden eliminarse mediante un análisis gráfico del problema. Para ello, dibujamos
la región factibleF , algunas curvas de nivel def , así como el gradiente∇f, para
determinar la dirección de crecimiento def.

En la gráfica se observa que el puntoP que minimiza af ocurre en donde la
restricción II está activa,

x+ 2y = 2, (6)
mientras que las restricciones I y III no lo están (x + y < 2 y x > 0). De acuerdo
con las igualdades en (3) y (5), esta última afirmación implica que

λ1 = 0 y λ3 = 0. (7)

Resolvemos el sistema de igualdades (1), (2), (6) y (7) parax, y, λ1, λ2 y λ3, y
verificamos el cumplimiento de la condiciónλ2 ≥ 0. Con esto, se tiene que el
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valor mínimo def sucede en el puntoP
�
2
5
, 4
5

�
, conλ2 = 4

5
> 0, λ1 = λ3 = 0 y

f∗ = 20
25
.

Condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de variables nonegativas:
mín.f(−→x ) s.a.gj(

−→x ) ≥ cj, xi ≥ 0, j = 1, . . . ,m, −→x ∈ Rn.

1. Se construye la función lagrangeana correspondiente

L(−→x ,−→λ ) = f(−→x ) +
m"

j=1

λj(cj − gj(−→x )).

2. Se establecenn condiciones de holgura complementaria para las variables no
negativasxi :

Lxi ≥ 0, xi ≥ 0 y xiLxi = 0, i = 1, . . . , n

3. Se establecenm condiciones de holgura complementaria para las restricciones
gj ≥ cj:

Lλj ≤ 0, λj ≥ 0 y λjLλj = 0, j = 1, . . . ,m,

o equivalentemente,

gj(
−→x ) ≥ cj, λj ≥ 0 y λj(gj(

−→x )− cj) = 0, j = 1, . . . ,m.

4. Se resuelve consistentemente el sistema de igualdades y desigualdades.

Por último, las condiciones de suficiencia para un mínimo global son las
siguientes.

Teorema de suficiencia para un mínimo global.Si el punto−→x ∗ satisface las
condiciones de Kuhn-Tucker para el problema

mín. f(−→x )
s.a. gj(

−→x ) ≥ cj, j = 1, . . . ,m,
dondef ∈ C1es convexa y cada funcióngj ∈ C1 es cóncava, entonces el mínimo
global def se alcanza en−→x ∗.

Es claro el requisito de convexidad para la función objetivof en un problema de
minimización. En el caso de una sola restricción de desigualdad,g(−→x ) ≥ c, pedir
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quez = g(−→x ) sea una función cóncava te garantiza que su contorno superior o
región factibleg(−→x ) ≥ c sea una región convexa.

Cuando hay varias restricciones de desigualdad, pedir que cada funciónz = gj(
−→x )

sea cóncava garantiza que sus contornos superioresgj(
−→x ) ≥ cj son conjuntos

convexos, de modo que su intersección también será una región convexa.

La generalización de este teorema para funciones cuasiconvexas es la siguiente.

Teorema de Arrow-Enthoven para un mínimo global. Si el punto−→x ∗
satisface las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema

mín. f(−→x )
s.a. gj(

−→x ) ≥ cj , j = 1, . . . ,m,
dondef ∈ C1es cuasiconvexa y cada funcióngj ∈ C1 es cuasicóncava, entonces
el mínimo global def se alcanza en−→x ∗.

5.3.3 Cualificación de las restricciones: ¿cuándo fallan las
condiciones de Kuhn-Tucker?

Similarmente al caso de Lagrange, las condiciones de Kuhn-Tucker pueden fallar
al ocurrir ciertasirregularidades de frontera, en las que se viola la cualificación de
las restricciones∇f∗ = $m

j=1 λ
∗
j∇g∗j en el óptimo, que en el caso particular de

una única restricción se reduce a∇f ∗ = λ∗∇g∗. Esto se ilustra en los ejemplos
que presentaremos a continuación.
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Ejemplos:

1. Encuentra la solución al problema

máx. f(x, y) = −y
s.a. x2 − y3 ≤ 0.

La lagrangeana correspondiente es la función

L(x, y, λ) = −y + λ
�
y3 − x2

�
,

cuyas condiciones de Kuhn-Tucker son

Lx = −2λx = 0,
Ly = −1 + 3λy2 = 0,

x2 − y3 ≤ 0, λ ≥ 0, λ
�
x2 − y3

�
= 0.

Es fácil verificar que no existe solución a este sistema de ecuaciones y
desigualdades. Sin embargo, el método gráfico sí nos permiteobtener que la
funciónf alcanza su máximo global,f ∗ = 0, en el punto(0, 0).

Nuevamente, aquí la dificultad consiste en que en el óptimo∇f ∗ = −�j �= −→0 ,
mientras que∇g∗ = −→0 , de modo que no se verifica la condición∇f ∗ = λ∗∇g∗.
Esto se debe a que la funciónz = g(x, y) = x2 − y3 alcanza su óptimo en un
punto frontera de su contorno inferiorCIg(0), x2 − y3 ≤ 0, que precisamente
coincide con el óptimo def sujeto a esa restricción.

2. Encuentra la solución al problema

máx. f(x, y) = x

s.a. y − (1− x)3 ≤ 0,
x, y ≥ 0.

La lagrangeana correspondiente es la función

L(x, y, λ1, λ2, λ3) = x+ λ1
�
(1− x)3 − y

�
+ λ2x+ λ3y,
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cuyas condiciones de Kuhn-Tucker son

Lx = 1− 3λ1(1− x)2 + λ2 = 0
Ly = λ1 + λ3 = 0

y − (1− x)3 ≤ 0, λ1 ≥ 0, λ1
�
y − (1− x)3

�
= 0

x ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ2x = 0,
y ≥ 0, λ3 ≥ 0, λ3y = 0.

Con un poco de paciencia puedes verificar que no existe solución que satisfaga
estas condiciones. Sin embargo, el método gráfico sí nos permite obtener que la
funciónf alcanza su máximo global,f ∗ = 1, en el punto(1, 0).

La dificultad se debe a que en el óptimo no se satisface la condición
∇f∗ = λ∗1∇g∗1 + λ∗2∇g∗2 + λ∗3∇g∗3, para las condiciones que están activas en ese
punto, que song1 y g3. En efecto, es fácil comprobar que∇f ∗ = �i, ∇g∗1 = �j y
∇g∗3 = −�j, de modo que no existen multiplicadoresλ∗1, λ

∗
3 ≥ 0 tales que

�i = λ∗1�j + λ∗3
�
−�j

�

= (λ∗1 − λ∗3)�j.
Esto se debe a que al ser∇g∗3 = −∇g∗1 el conjunto de gradientes

�
∇g∗j

�
en el

óptimo no es linealmente independiente. Para una presentación más detallada de
este tema te recomiendo consultar el libro de Simon & Blume.

5.4 Teorema de la envolvente

En muchas aplicaciones a economía, tanto la función objetivo f como el conjunto
de restricciones{gj} dependen no sólo de las variables independientesx1, . . . , xn,
o variables de decisión, sino también de una colección de parámetrosa1, . . . , ak,
o variables exógenas. Una vez que se optimiza respecto a las primeras, el óptimo
obtenido depende del valor de los parámetros. Tiene sentidoentonces preguntarse
qué efecto tiene sobre el valor óptimo de la función algún posible cambio en los
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parámetros. Elteorema de la envolventeproporciona una respuesta a esta pregunta,
y es válido en general para cualquier problema de optimización que involucre
parámetros, ya sea en optimización libre, como en optimización restringida.

5.4.1 Optimización libre

Considera primero el caso más simple de maximización de una función
diferenciablef(x; a) de la variable independiente,x, cuya forma funcional
contiene un parámetroa. Aquí la notación paraf indica que la optimización se
lleva a cabo con respecto a la variable que está a la izquierdadel punto y coma.

Se trata, entonces, de resolver el problema

maxx f(x; a).

El puntox∗ que maximizaf se obtiene de la condición de primer orden

∂f(x; a)

∂x

����
x=x∗

= 0,

de modo que éste depende del parámetroa, es decir,

x∗ = x∗(a).

Al sustituirx∗ en la funciónf(x; a) se obtiene su valor máximoV (a), dado por

V (a) = f(x∗(a); a),

que es una función del parámetroa. La funciónV (a) se conoce como lafunción
valor, y describe el comportamiento de los valores máximos def al cambiar el
parámetroa. De acuerdo con la figura anterior, en la figura de la izquierdase
muestra las gráficas dey = f(x; a) como función dex, evaluada en dos valores
arbitrariosa2 > a1 del parámetroa. Podría suceder, por ejemplo, que el valor
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máximoV (a) def inicialmente se incremente y luego disminuya, al incrementarse
a, como se muestra en la figura de la derecha.

Suponiendo que la función valorV (a) es diferenciable, entonces el cambio
enV al incrementarse el valor dea está dado por la derivadadV (a)/da. Como
V (a) = f(x∗(a); a), el cálculo de esta derivada involucra el efecto directo dado
por la dependencia explícitaf( ; a) def cona, así como el efecto indirecto dado
por la dependencia implícitaf(x∗(a); ) a través dex∗(a). De acuerdo con la regla
de la cadena se tiene, entonces,

dV (a)

da
=
df(x∗(a); a)

da

=
∂f∗

∂x∗
dx∗

da
+
∂f ∗

∂a

= 0 +
∂f∗

∂a
,

en donde se utilizó la condición de primer orden,∂f ∗/∂x∗ = 0. Nota que el
término igual a0 corresponde precisamente al efecto indirectosobreV causado
por el cambio enx∗ al variara, de modo que sólo sobrevive el efecto directodea
enf ∗, dado por∂f∗/∂a, es decir,

dV (a)

da
=
∂f(x∗; a)

∂a
.

Así, la condición de primer orden garantiza que en el óptimo se puede ignorar la
dependencia implícita def(x∗; a) cona a través dex∗(a), considerando sólo la
dependencia explícita def(x∗; a) cona, como six∗ estuviera fijo. Esta igualdad
constituye la versión más simple del teorema de la envolvente para optimización
no restringida para el caso general de varios parámetros, que enunciaremos más
adelante en esta sección. Antes de hacerlo, discutamos primero el significado
geométrico del resultado obtenido para el caso de un solo parámetroa.
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El teorema de la envolvente se refiere a dos funciones diferentes dea, dadas por
V (a) y f(x∗; a). La función valorV (a) resulta de la maximización con respecto
a x de la funciónf(x; a), para cada valor dea. Su forma funcional se obtiene
al sustituir el nivel óptimox = x∗(a) enf(x; a), por lo queV depende dea
solamente. En contraste, la funciónf(x∗; a) no proviene de una maximización.
Su forma funcional se obtiene al evaluarx en un valor fijox∗, por lo quef(x∗; a)
queda expresada en términos de la constantex∗ y el parámetroa. De acuerdo
con el teorema de la envolvente, para cada valor del parámetro a se satisfacen las
siguientes dos condiciones:

(1) V (a) = f(x; a)|x=x∗

(2)
dV (a)

da
=

∂f(x; a)

∂a

����
x=x∗

,

que establecen la tangencia de estas dos funciones en ese punto.

La siguiente figura ilustra las condiciones de tangencia (1)y (2) para un
problema demaximización. La curva superior representa la funciónV (a),mientras
que la curva inferior representa la funciónf(x1; a) evaluada en un valor fijo
x = x1. Ambas son tangentes precisamente en aquel valora = a1 que corresponde
al óptimox1 = x∗(a1).

Para cada selecciónx = xi se obtiene una curva distintaf(xi; a), como se ilustra
en la siguiente figura. En ella se muestra una colección de curvitas, envueltas
superiormente por la funciónV (a) de los valores máximos def , conocida también
como lacurva envolvente. El punto de tangencia de la envolvente con cadaf(xi; a)
ocurre precisamente en aquel valorai que satisface la condiciónxi = x∗(ai).
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En problemas de maximización la envolventeV (a) nunca estará por debajo de
las curvitasy = f(xi; a), siendo además menos cóncava que éstas. Esto significa
queV (a) representa el “mejor máximo posible” de la funciónf con respecto
al parámetroa, y éste ocurre cuando se relaja la variablex de tal modo que se
maximicef. En contraste, un máximo “menos bueno” se obtiene al evaluar la
funciónf(x; a) en un valor fijox = xi , quedando ésta como función dea. Las
curvas coinciden sólo cuandoa satisface la condición de óptimoxi = x∗(ai).

Para problemas deminimizaciónse sigue un razonamiento similar, pero ahora
las curvitas son envueltas inferiormente porV (a). En ese caso, la curva envolvente
V (a) nunca estará por encima de las curvitasf(xi; a), y además será menos
convexa que éstas, como se muestra en la siguiente figura.

En este caso,V (a) representa el “mejor mínimo posible” de la funciónf con
respecto al parámetroa, comparado con el obtenido al evaluar la funciónf(x; a)
en un valor fijox = xi , con excepción de aquellos valoresai correspondientes a la
selecciónxi = x∗(ai), en donde lai-ésima curva es tangente aV (a).

Ejemplos:

1. Considera el problema de maximización

maxx f(x; a) = 8x−
x2

a2
,

cona > 0. En este caso, la condición de primer orden correspondiente es

∂f

∂x

����
x=x∗

= 8− 2x
a2

����
x=x∗

= 0,

cuya solución está dada por

x∗(a) = 4a2.

De este modo, el valor máximo def esV (a) = 8(4a2)− (4a
2)2

a2
, es decir,

V (a) = 16a2.

216



5.4 Teorema de la envolvente

La siguiente figura muestra las gráficas def(x; a) = 8x−x2/a2 en función dex,
paraa = 1, 2, 3. En cada caso, el máximo ocurre en(x∗(a), V (a)) = (4a2, 16a2).

Para ilustrar el teorema de la envolvente notamos que la función f(x∗; a) está
dada simplemente por

f(x∗; a) = 8x∗ − (x
∗)2

a2
.

La siguiente figura muestra las gráficas de la funciónV (a) = 16a2, así como las
curvasf(x∗; a) = 8x∗ − (x∗)2/a2 en función dea, parax∗ = 4, 16, 36.

Ahí se observa que las curvasf(x∗; a) son tangentes a la envolventeV (a) en
aquellos valores dea que satisfacen la condición de óptimo

a =

�
x∗

4
.

En efecto, en esos puntos se cumple

(1) f(x∗; a)|x∗=4a2 = 8x∗ − (x
∗)2

a2

����
x∗=4a2

= 8(4a2)− (4a
2)2

a2
= 16a2 = V (a)

(2)
∂f(x∗; a)

∂a

����
x∗=4a2

=
2(x∗)2

a3

����
x∗=4a2

=
2(4a2)2

a3
= 32a =

dV (a)

da
.
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2. Considera el problema de minimización

minx f(x; a) = a
2x− ln x− 1,

cona > 0. La siguiente figura muestra la gráfica def(x; a) = a2x− ln x− 1 en
función dex, paraa = 2.

La condición de primer orden correspondiente está dada por

∂f

∂x

����
x=x∗

= a2 − 1
x

����
x=x∗

= 0,

cuya solución es

x∗(a) =
1

a2
.

De este modo el valor mínimo def esV (a) = a2
	
1

a2



− ln

	
1

a2



− 1, es

decir,

V (a) = 2 ln a,

que representa la curva envolvente en este problema. Por otra parte, las curvitas
f(x∗; a) se obtienen al evaluarf(x; a) en el punto óptimox∗, es decir,

f(x∗; a) = a2x∗ − ln x∗ − 1.

La siguiente figura muestra las gráficas de la funciónV (a) = 2 ln a, así como
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las curvasf(x∗; a) = a2x∗ − ln x∗ − 1 en función dea, parax∗ = 1,
1

4
.

Ahí se observa que las curvasf(x∗; a) son tangentes a la envolventeV (a) en
aquellos valores dea que satisfacen la condición de óptimo

a =
1√
x∗
.

En efecto, en esos puntos se cumple

(1) f(x∗; a)|x∗=1/a2 = a2x∗ − ln x∗ − 1
��
x∗=1/a2

= a2
	
1

a2



− ln

	
1

a2



− 1 = 2 ln a = V (a)

(2)
∂f(x∗; a)

∂a

����
x∗=1/a2

= 2ax∗|x∗=1/a2 = 2a
	
1

a2



=
2

a
=
dV (a)

da
.

Por lo general, puede resultar más complicado encontrar directamente la
derivadadV (a)/da a partir de la funciónV (a), que utilizando el teorema de la
envolvente conf(x∗; a), como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Considera el problema de maximización

maxx f(x; a) =
�
1 + (a2 + 1)x

�
e−x,

cona ∈ R. La condición de primer orden correspondiente es

∂f

∂x

����
x=x∗

=
�
(a2 + 1)−

�
1 + (a2 + 1)x

��
e−x

��
x=x∗

= 0,
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cuya solución es

x∗(a) =
a2

1 + a2
.

De este modo, el valor máximo def es

V (a) =

�
1 + (a2 + 1)

	
a2

1 + a2


�
e
− a2

1+a2 =
�
1 + a2

�
e
− a2

1+a2 .

Para encontrar la derivadadV (a)/da puedes proceder de dos maneras diferentes.
La primera consiste en hacer caso omiso de toda la discusión anterior, y encontrar
directamente la derivada deV (a), es decir,

dV (a)

da
=

d

da

��
1 + a2

�
e
− a2

1+a2

�

= 2ae
− a2

1+a2 −
�
1 + a2

�
e
− a2

1+a2
d

da

�
a2

1 + a2

�

= 2ae
− a2

1+a2 −
�
1 + a2

�
e
− a2

1+a2

�
2a

(1 + a2)2

�

= 2a

	
1− 1

1 + a2



e
− a2

1+a2

=

	
2a3

1 + a2



e
− a2

1+a2 .

La segunda consiste en utilizar el teorema de la envolvente,dado por la igualdad
dV (a)

da
=
∂f(x∗; a)

∂a
. Para ello, observa quef(x∗; a) es la función

f(x∗; a) =
�
1 + (a2 + 1)x∗

�
e−x∗ ,

de modo que
∂f(x∗; a)

∂a
= 2ax∗e−x∗ .

Sustituyendo la forma explícita dex∗ en esta expresión obtenemos

∂f(x∗; a)

∂a
= 2a

	
a2

1 + a2



e
− a2

1+a2 .

Nota entonces que, efectivamente,

dV (a)

da
=
∂f(x∗; a)

∂a
=

	
2a3

1 + a2



e
− a2

1+a2 ,

pero la derivadadV/da se obtuvo de una manera más simple y directa con
∂f(x∗; a)/∂a.
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5.4 Teorema de la envolvente

Los resultados anteriores se pueden extender al caso de funciones diferenciables
f : S ⊂ R

n → R con k parámetros{a1, . . . , ak} , de la siguiente manera.
Considera el problema de maximización (o minimización)

maxx1,...,xn f(
−→x ;−→a ),

con−→x = (x1, . . . , xn). En este caso, el óptimo no restringido de esta función se
obtiene de las condiciones de primer orden,

∂f

∂xi

����−→x=−→x ∗

= 0, i = 1, . . . , n,

cuya solución es el vector −→x ∗ = −→x ∗(−→a ).
En consecuencia, el valor máximofmáx ≡ V de la funciónf también dependerá de−→a , a través de la relación

V (−→a ) ≡ f(−→x ∗(−→a );−→a ).
Cuando alguno de los parámetros se modifica, digamosal, l = 1, . . . , k, el óptimo
V (−→a ) def cambia de acuerdo con

∂V (−→a )
∂al

=
∂f(x∗1(

−→a ), . . . , x∗n(−→a );−→a )
∂al

=
∂f ∗

∂x∗1

∂x∗1
∂al

+ · · ·+ ∂f
∗

∂x∗n

∂x∗n
∂al

+
∂f ∗

∂al
=
∂f ∗

∂al
,

en donde se han cancelado los primerosn términos por lasn condiciones de primer
orden,∂f∗/∂x∗i = 0. Cada término cancelado,∂f ∗/∂x∗i · ∂x∗i /∂al, corresponde
al efecto indirectosobreV causado por el cambio enx∗i al cambiaral. El término
sobreviviente,∂f ∗/∂al, corresponde al efecto directodel cambio enal sobre el
valor óptimoV. Se concluye entonces que

∂V (−→a )
∂al

=
∂f(−→x ∗(−→a );−→a )

∂al
, l = 1, . . . , k.

Teorema de la envolvente para optimización no restringida.Seaf(−→x ;−→a )
una función diferenciable de−→x ∈ Rn con parámetros−→a ∈ Rk. Para cada selección
de−→a considera el problema

optimizarx1,...,xn f(
−→x ;−→a ).

Sea−→x ∗(−→a ) una solución del problema, con−→x ∗(−→a ) una función diferenciable. Si
V (−→a ) ≡ f(−→x ∗(−→a );−→a ) denota el valor óptimo def, entonces

∂V (−→a )
∂al

=
∂f(−→x ∗(−→a );−→a )

∂al
, l = 1, . . . , k.
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Aquí la derivada parcial en el lado izquierdo se realiza sobre el valor óptimo
V (a) de la funciónf , mientras que la derivada parcial en el lado derecho se realiza
sobre la funciónf(−→x ∗(−→a );−→a ), obtenida al evaluarf(−→x ;−→a ) en−→x = −→x ∗(−→a ), sin
quef haya sido optimizada. En este último caso, sólo se considerala dependencia
explícita def(−→x ∗(−→a );−→a ) conal, ignorando la dependencia implícita def con
al a través de−→x ∗(−→a ), como si−→x ∗ se mantuviera fijo, como se ilustra en los
siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Considera el problema

maxx f(x; r1, r2) = x
r1 − r2x,

con0 < r1 < 1. La condición de primer orden correspondiente está dada por

∂f

∂x

����
x=x∗

= r1x
r1−1 − r2

��
x=x∗

= 0,

cuya solución es

x∗(r1, r2) =

	
r2
r1


 1

r1−1

.

De esta manera, el valor máximo def está dado por

V (r1, r2) =

	
r2
r1


 r1
r1−1

− r2
	
r2
r1


 1

r1−1

.

El cálculo directo de las derivadas parciales de esta función resulta bastante

complejo, particularmente∂V/∂r1, que involucra derivadas del tipo
dxx

dx
.

En contraste, el cálculo vía el teorema de la envolvente es directo. Para ello,
primero evalúaf enx∗,

f(x∗; r1, r2) = (x
∗)r1 − r2x∗,

cuyas derivadas parciales, bastante simples, quedan expresadas en términos de

x∗(r1, r2) =

	
r2
r1


 1

r1−1

,

∂V

∂r1
=

∂f(x∗; r1, r2)

∂r1
= (x∗)r1 ln(x∗)

∂V

∂r2
=

∂f(x∗; r1, r2)

∂r2
= −x∗.
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5.4 Teorema de la envolvente

2. Considera el problema de minimizar el costoC(L,K) = wL + rK como
función del trabajoL y el capitalK, sujeto a una producción fijaL1/2K1/2 = Q.
Los parámetros del sistema son el salariow, la tasa de interésr y el nivel
de producciónQ. Si despejamos la variableL de la ecuación de restricción,
L = Q2/K, y la sustituimos en la función de costos, el problema puede
escribirse como el problema de optimización no restringida

minK C(K; r, w,Q) =
wQ2

K
+ rK.

La condición de primer orden correspondiente está dada por

∂C

∂K

����
K=K∗

= −wQ
2

K2
+ r

����
K=K∗

= 0,

cuya solución es

K∗(w, r,Q) = Q

�
w

r
.

El costo mínimo es, por tanto,Cmı́n(w, r,Q) =
wQ2�
Q
�

w
r

� + r
	
Q

�
w

r



, es

decir,
Cmı́n(w, r,Q) = 2Q

√
wr,

conocida como lafunción de gasto. Para encontrar sus derivadas parciales
con respecto a los parámetrosw, r y Q, podemos utilizar el teorema de la
envolvente, de la siguiente manera. Primeramente evaluamos la función de costo
enK∗,

C(K∗; r, w,Q) =
wQ2

K∗ + rK
∗,

de modo que

∂Cmı́n
∂w

=
∂C(K∗; r, w,Q)

∂w
=
Q2

K∗ =
Q2�
Q
�

w
r

� = Q
�
r

w

∂Cmı́n
∂r

=
∂C(K∗; r, w,Q)

∂r
= K∗ = Q

�
w

r

∂Cmı́n
∂Q

=
∂C(K∗; r, w,Q)

∂Q
=
2wQ

K∗ =
2wQ�
Q
�

w
r

� = 2
√
wr.

La funciónC(K∗; r, w,Q) se conoce como la función decosto de corto plazo
SRC(Short-Run Cost), puesto que en el corto plazo es de esperarse que el
capital no cambie, manteniendo un valor fijoK∗. A su vez, la función de gasto
Cmı́n(w, r,Q) se denomina la función decosto de largo plazo LRC(Long-Run
Cost), ya que se obtiene permitiendo que el capitalK varíe hasta que el costo
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Capítulo 5 Optimización

adquiera su valor mínimo. Esta última constituye, por tanto, el mejor mínimo
posible, o curva envolvente en el problema de minimización de costos. De esta
manera, para cada valor fijoKi del capital, se puede definir una familia de
funciones de corto plazo, dadas por

SRCi =
wQ2

Ki

+ rKi,

que están envueltas inferiormente por la función de costo mínimo de largo plazo

LRC = 2Q
√
wr.

Equivalentemente, si en lugar del costoC consideramos en su lugar al costo
promedioC/Q, o costo por unidad del bien, podemos definir las funciones de
costo promedio de corto plazoSRAC (Short-Run Average Cost)

SRACi =
SRCi

Q
=
wQ

Ki

+
rKi

Q

y decosto promedio de largo plazoLRAC (Long-Run Average Cost)

LRAC =
LRC

Q
= 2
√
wr.

Como funciones del parámetroQ, las curvasSRACi y LRAC son distintas
entre sí. Sin embargo, nota que cuandoSRACi es evaluada en aquel valorQi

que satisface la condición del punto óptimoK∗(w, r,Qi) = Qi

�
w
r
= Ki, es

decir

Qi = Ki

�
r

w
,

se obtiene

1. SRAC|Qi
=

w
�
Ki

�
r
w

�

Ki

+
rKi�
Ki

�
r
w

� = 2
√
wr = LRAC|Qi

2.
d SRAC

dQ

����
Qi

=
w

K i

− rKi

Q2

����
Qi

= 0 =
d LRAC

dQ

����
Qi

.

Estas condiciones expresan la condición de tangencia entrela curva de costo
medio de largo plazoLRAC y las curvas de corto plazoSRACi, en aquellos
niveles de producciónQi que corresponden a los correspondientes capitales
fijosKi, de acuerdo con la condición de optimalidad

Qi = Ki

�
r

w
.

Para ilustrar este concepto, la siguiente figura muestra lascurvasSRACi y
LRAC como funciones deQ, suponiendo quew = 1, r = 4. La función
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5.4 Teorema de la envolvente

SRACi fue evaluada enK = 1, de modo que el punto de tangencia ocurre en

Q = (1)



4
1
= 2.

5.4.2 Optimización restringida

El teorema de la envolvente se aplica asimismo en problemas de optimización
restringida, como se expone a continuación para el caso de optimización sujeta a
restricciones de igualdad (método de los multiplicadores de Lagrange). Aunque no
se demostrará aquí, los resultados que obtendremos son igualmente válidos para el
caso correspondiente a restricciones de desigualdad (método de Kuhn-Tucker),

Considera el problema de maximización (o minimización) de una función
diferenciablef : S ⊂ Rn → R conk parámetros−→a = (a1, . . . , ak) , sujeto a un
conjunto dem < n restricciones{g1, . . . , gm} de igualdad, es decir,

maxx1,...,xn f(
−→x ;−→a ),

s.a. gj(
−→x ;−→a ) = 0, j = 1, . . . ,m

con−→x = (x1, . . . , xn). Aquí la notacióngj = 0 indica que todos los parámetros
están contenidos en el lado izquierdo de la igualdad.

Para encontrar el óptimo restringido en este problema primero construimos la
función lagrangeana correspondiente,

L(−→x ,−→λ ;−→a ) = f(−→x ;−→a )−
m"

j=1

λjgj(
−→x ;−→a ),
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Capítulo 5 Optimización

con
−→
λ = (λ1, . . . , λm). En este caso, el óptimo restringido def se obtiene de las

n+m condiciones de primer orden,

∂L
∂xi

����
(−→x ,

−→
λ )=(−→x ∗,

−→
λ ∗)

= 0, i = 1, . . . , n

∂L
∂λj

����
(−→x ,

−→
λ )=(−→x ∗,

−→
λ ∗)

= 0, j = 1, . . . ,m

cuya solución está dada por

−→x ∗ = −→x ∗(−→a )
−→
λ ∗ =

−→
λ ∗(−→a ).

En consecuencia, el valor máximofmáx ≡ V de la funciónf también dependerá de−→a , a través de la relación

V (−→a ) ≡ f(−→x ∗(−→a );−→a ).
Cuando alguno de los parámetros se modifica, digamosal, l = 1, . . . , k, el óptimo
V (−→a ) def cambia de acuerdo con

∂V (−→a )
∂al

=
∂f(−→x ∗(−→a );−→a )

∂al
.

Como en el punto óptimo se satisfacen todas las restricciones gj(
−→x ;−→a ) = 0, ahí

se satisface
f(−→x ∗(−→a );−→a ) = L(−→x ∗(−→a ),−→λ ∗(−→a );−→a ),

es decir, la función objetivo toma el mismo valor que la lagrangeana óptima

L∗ ≡ L(−→x ∗(−→a ),−→λ ∗(−→a );−→a ) = f(−→x ∗;−→a )−
m"

j=1

λ∗jgj(
−→x ∗;−→a ).

Así,

∂V (−→a )
∂al

=
∂L∗
∂x∗1

∂x∗1
∂al

+ · · ·+ ∂L
∗

∂x∗n

∂x∗n
∂al

+
∂L∗
∂λ∗1

∂λ∗1
∂al

+ · · ·+ ∂L
∗

∂λ∗n

∂λ∗n
∂al

+
∂L∗
∂al

=
∂L∗
∂al
,

en donde se han utilizado las condiciones de primer orden,∂L∗/∂x∗i = ∂L∗/∂λ∗j = 0,
en los primerosn +m términos. Los términos cancelados,∂L∗/∂x∗i · ∂x∗i /∂al y
∂L∗/∂λ∗j · ∂λ∗j/∂al, corresponden al efecto indirectosobreV causado por el cam-
bio en cadax∗i y cadaλ∗j , al cambiaral. El único término sobreviviente,∂L∗/∂al,

226



5.4 Teorema de la envolvente

corresponde al efecto directodel cambio enal sobre el valor óptimoV. De esta
manera, se tiene

∂V (−→a )
∂al

=
∂L∗
∂al
, l = 1, . . . , k.

Teorema de la envolvente para restricciones de igualdad.Seaf(−→x ;−→a ) una
función diferenciable de−→x ∈ Rn, con parámetros−→a ∈ Rk, y sea

−→
λ ∈ Rm un

conjunto de multiplicadores de Lagrange correspondiente am < n restricciones de
igualdad. Considera el problema

optimizarx1,...,xn f(
−→x ;−→a )

s.a. gj(
−→x ;−→a ) = 0, j = 1, . . . ,m.

Sea−→x ∗(−→a ) una solución del problema, con−→x ∗(−→a ) una función diferenciable.
Si L(−→x ∗(−→a ),−→λ ∗(−→a );−→a ) = V (−→a ) denota el valor óptimo de la lagrangeana,
entonces

∂V (−→a )
∂al

=
∂L(−→x ∗(−→a ),−→λ ∗(−→a );−→a )

∂al
, l = 1, . . . , k.

En este teorema, la derivada parcial en el lado izquierdo se realiza sobre
el valor óptimo restringidoV (a) de la funciónf ya optimizada. En contraste,
la derivada parcial en el lado derecho se realiza sobre la función lagrangeana
L(−→x ∗(−→a ),−→λ ∗(−→a );−→a ), obtenida al evaluarL(−→x ,−→λ ;−→a ) en el punto óptimo
−→x = −→x ∗(−→a ),−→λ = −→λ ∗(−→a ), sin queL haya sido optimizada. Esta derivada parcial
sólo toma en cuenta la dependencia explícita deL(−→x ∗(−→a ),−→λ ∗(−→a );−→a ) con el
parámetroal, manteniendo fijos−→x ∗y −→λ ∗, es decir, ignorando la dependencia

implícita def conal a través de−→x ∗(−→a ) y
−→
λ ∗(−→a ), como se muestra en los

siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Considera el problema

optim. f(x, y) = yex

s.a. a2x+ y = 1,

cona �= 0. En este caso, la lagrangeana está dada por

L(x, y, λ; a) = yex + λ
�
1− a2x− y

�
.
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Las condiciones de primer orden correspondientes son

Lx = yex − λa2 = 0
Ly = ex − λ = 0
Lλ = 1− a2x− y = 0,

de donde es fácil verificar que el punto óptimo es

x∗(a) = a−2 − 1
y∗(a) = a2

λ∗(a) = ea
−2−1.

De esta manera, el valor óptimo def es

V (a) = a2ea
−2−1.

En ese caso,

dV (a)

da
= a2ea

−2−1 �−2a−3
�
+ 2aea

−2−1

= 2

	
a2 − 1
a



ea

−2−1.

Este mismo resultado puede obtenerse de una manera más simple con el teorema
de la envolvente,dV/da = ∂L∗/∂a. Para ello, nota que en el óptimo

L∗ = y∗ex∗ + λ∗
�
1− a2x∗ − y∗

�
,

de modo que

∂L∗
∂a

= −2aλ∗x∗ = −2aea−2−1
	
1− a2
a2



.

Así,
dV (a)

da
=
∂L∗
∂a

= 2

	
a2 − 1
a



ea

−2−1.

2. Considera el problema de minimizar el costo sujeto a una producción dada,

min
L,K

C(L,K) = wL+ rK

s.a. P (L,K) = Q,

en donde el trabajoL y el capitalK son las variables independientes, y el salario
w, la tasa de interésr y el nivel de producciónQ son los parámetros del sistema.
La lagrangeana correspondiente es

L(L,K, λ;w, r,Q) = wL+ rK + λ (Q− P (L,K)) .
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De las condiciones de primer ordenLL = LK = Lλ = 0 se obtienen los valores
óptimos

L∗ = L∗(w, r,Q)

K∗ = K∗(w, r,Q)

λ∗ = λ∗(w, r,Q).

De esta manera, el costo mínimo está dado por

Cmı́n(w, r,Q) = wL
∗(w, r,Q) + rK∗(w, r,Q).

Aparentemente, si no se tiene una forma explícita para la función de producción
P (L,K) no se puede determinar la forma funcional deCmı́n(w, r,Q) y, por
lo tanto, tampoco se pueden encontrar sus derivadas∂Cmı́n/∂w, ∂Cmı́n/∂r
y ∂Cmı́n/∂Q. Sin embargo, el teorema de la envolvente permite obtener
expresiones generales para estas derivadas. Para ello, se evalúa la lagrangeana
en el óptimo

L∗ = wL∗ + rK∗ + λ∗ (Q− P (L∗,K∗)) ,

de modo que

∂Cmı́n
∂w

=
∂L∗
∂w

= L∗

∂Cmı́n
∂r

=
∂L∗
∂r

= K∗

∂Cmı́n
∂Q

=
∂L∗
∂Q

= λ∗.

Así, en el óptimo, el costo marginal del salario es el trabajoL∗, el costo marginal
de la tasa de interés es el capitalK∗ y el costo marginal de la producción es
el multiplicadorλ∗, en dondeL∗, K∗ y λ∗ son los valores deL,K y λ que
minimizan la función de costo bajo la restricción dada. Esteresultado general se
conoce como elLema de Shephard.

Como caso particular de este lema, considera una función de producción
Cobb-Douglas de la forma

P (L,K) = L1/2K1/2.

En ese caso, el óptimo ocurre en el punto

L∗(w, r,Q) = Q

�
r

w

K∗(w, r,Q) = Q

�
w

r

λ∗(w, r,Q) = 2
√
wr,
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de modo que el costo mínimoCmı́n = wL∗ + rK∗ está dado por

Cmı́n(w, r,Q) = 2Q
√
wr.

Se tiene, entonces,

∂Cmı́n(w, r,Q)

∂w
= Q

�
r

w
= L∗

∂Cmı́n(w, r,Q)

∂r
= Q

�
w

r
= K∗

∂Cmı́n(w, r,Q)

∂Q
= 2

√
wr = λ∗.
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Capítulo 6

Temas selectos de cálculo avanzado

6.1 Funciones deRn enRm

Supongamos que una empresa producem bienes utilizandon insumos,
x1, x2, . . . , xn, y hay una función de producción diferentefj para la
producción de cada una de las cantidadesQj, conj = 1, . . . ,m. En ese caso,
se tiene

Q1 = f1(x1, x2, . . . , xn)

Q2 = f2(x1, x2, . . . , xn)
...

Qm = fm(x1, x2, . . . , xn).

Desde un punto de vista formal, resulta más conveniente considerar
este conjunto dem funciones conn variables como una sola función,
F : Rn → R

m, dada por

F (−→x ) = (f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . , fm(x1, x2, . . . , xn)).
Si denotamos por −→

Q = (Q1, Q2, . . . , Qm)
al vector de producción, decimos entonces que

−→
Q = F (−→x ).

Definición. SeaS ⊂ Rn. UnafunciónF : S → R
m es una regla de

correspondencia que a cada elemento−→x = (x1, x2, . . . , xn) del dominio,S,
le asigna un único elemento−→w = (w1, ..., wm) del contradominio,Rm.

Aquí usaremos una letra mayúscula (tal comoF ) para denotar una
función conm > 1 reglas de correspondencia, y conservaremos la notación
usual de letra minúscula (tal comof ) para funciones con una sola regla de
correspondencia. Así, por ejemplo, escribimosF = (f1, ..., fm).

231



Capítulo 6 Temas selectos de cálculo avanzado

Si denominamos porF (−→x ) al elemento deRm queF le asigna al
elemento−→x deS, entonces decimos que

−→w = F (−→x )

es laimagen de−→x bajoF. Asimismo, decimos que laimagen de la funciónF ,
denotada porIF , es el conjunto de elementos del contradominio obtenidos al
aplicar la regla múltipleF a los elementos del dominio, es decir,

IF = { −→w ∈ Rm | −→w = F (x1, x2, . . . , xn), para todo−→x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ S } .

Una funciónF : R→ R
m (conn = 1)




w1
w2
...
wm


 =




f1(x)
f2(x)

...
fm(x)




se denominafunción vectorial de variable escalar, ya que los elementos del
dominio son escalares,x ∈ R, y los elementos del contradominio sonm-vectores,
(w1, w2, ..., wm) ∈ Rm. Geométricamente, las funciones de este tipo se representan
mediante curvas paramétricas enRm, como las que estudiamos en la sección 1.2
(aquíx juega el papel del parámetro que antes llamamost). Por otra parte, una
funciónf : Rn → R (conm = 1)

w = f(x1, x2,..., xn)

es unafunción escalar de variable vectorial, ya que los elementos del dominio son
n-vectores,(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, y los elementos del contradominio son escalares,
w ∈ R. Geométricamente, las funciones de este tipo se representan mediante
hipersuperficies enRn+1, como las que estudiamos en los capítulos 2 al 5. Por
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último, una funciónF : Rn → R
m (conn,m > 1)




w1
w2
...
wm


 =




f1(x1, x2,..., xn)
f2(x1, x2,..., xn)

...
fm(x1, x2,..., xn)




es unafunción vectorial de variable vectorial, ya que los elementos del dominio
sonn-vectores,(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, y los elementos del contradominio son
m-vectores,(w1, w2, ..., wm) ∈ Rm. En general, no existe una representación
geométrica simple para este tipo de funciones. Desde el punto de vista conceptual,
sin embargo, es claro que una función de este tipo transformavectores deRn en
vectores deRm.

Para todos los casos anteriores, puede resultarnos útil visualizar la función
F como una “caja negra” conn valores de entrada ovariables independientes
x1, x2, ..., xn ym valores de salida ovariables dependientes, w1, w2, ..., wm, como
se muestra en el siguiente diagrama.

x1
x2
...
xn

ց
→
ր

F

f1
f2
...
fm

→ w1
→ w2
...

...
→ wm

Ejemplos:

1. La funciónF = (f1, f2, f3) : R→ R
3 dada por



x
y
z


 =



f1(t)
f2(t)
f3(t)


 =



cos t
sen t
t




asigna a cada valor det ∈ R un único punto(x, y, z) del espacio. El conjunto de
puntos correspondientes enR3 es la curva conocida como hélice.

t →

F

f1
f2
f3

→ x
→ y
→ z
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2. La funciónf : R2+ → R dada por

Q = f(L,K)

asigna a cada pareja de insumos(L,K) ∈ R2+ una única producciónQ ∈ R. El
conjunto de puntos correspondientes es una superficie de producción.

L

K

ց
ր f → Q

3. La funciónF = (f1, f2, f3) : R2 → R
3, dada por



w1
w2
w3


 =



f1(x1, x2)
f2(x1, x2)
f3(x1, x2)


 =



5x1 + 4x2
2x1 + x2
x1 + 3x2


 ,

transforma cada vector−→x = (x1, x2) ∈R2 en otro vector−→w = (w1, w2, w3) ∈ R3.

x1

x2

ց
ր

F

f1
f2
f3

→ w1
→ w2
→ w3

Nota que, en este caso particular, se trata de un sistema lineal, de modo que
puede escribirse como el producto de matrices



w1
w2
w3


 =



5 4
2 1
1 3




	
x1
x2



.

En otras palabras, se tiene −→w = A−→x ,
en dondeA es la matriz de3× 2, dada por

A =



5 4
2 1
1 3


 .

En este caso, identificamos la función vectorial linealF como una
transformación lineal, de la forma

F (−→x ) = A−→x .
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4. En un problema de maximización de utilidad para dos bienes, la función
F = (f1, f2) : R

3
+ → R

2
+ dada por
	
x∗

y∗



=

	
f1(I, p1, p2)
f2(I, p1, p2)



,

asigna a cada trío(I, p1, p2) de ingreso, precio del bien 1 y precio del bien 2,
una única canasta óptima(x∗, y∗).

I
p1
p2

ց
→
ր

F

f1
f2

→ x∗

→ y∗

El análisis de la diferenciabilidad de una funciónF deRn enRm se facilita
si observamos que cada componente deF = (f1, ..., fm) es una función
fj : S ⊂ Rn → R, como las funciones que estudiamos en los capítulos anteriores.
En consecuencia, podemos aplicar la teoría ya vista a cada componentefj por
separado, y luego escribir la información obtenida en un lenguaje matricial.

De acuerdo con la observación anterior, para estudiar la diferenciabilidad de la
función

F = (f1, ..., fm) : S ⊂ Rn → R
m

en un punto específico−→x 0 ∈ S, podemos aplicar la aproximación por diferenciales
de la sección 3.2 a cada componentefj, obteniendo

f1(
−→x 0 +∆−→x )− f1(−→x 0) ≈

∂f1(
−→x 0)
∂x1

∆x1 + · · ·+
∂f1(
−→x 0)

∂xn
∆xn

f2(
−→x ∗0 +∆−→x )− f2(−→x 0) ≈

∂f2(
−→x 0)
∂x1

∆x1 + · · ·+
∂f2(
−→x 0)

∂xn
∆xn

...

fm(
−→x 0 +∆−→x )− fm(−→x 0) ≈

∂fm(
−→x 0)

∂x1
∆x1 + · · ·+

∂fm(
−→x 0)

∂xn
∆xn.

Estos resultados pueden combinarse en una notación matricial, como

F (−→x 0 +∆−→x )− F (−→x 0) ≈




∂f1(
−→x 0)

∂x1

∂f1(
−→x 0)

∂x2
· · · ∂f1(

−→x 0)
∂xn

∂f2(
−→x 0)

∂x1

∂f2(
−→x 0)

∂x2
· · · ∂f2(

−→x 0)
∂xn

...
...

...
...

∂fm(
−→x 0)

∂x1

∂fm(
−→x 0)

∂x2
· · · ∂fm(

−→x 0)
∂xn







∆x1
∆x2

...
∆xn


 .
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Esta última expresión describe laaproximación lineal deF en−→x 0. En notación
compacta, esta última expresión se escribe como

F (−→x 0 +∆−→x )− F (−→x 0) ≈ DF (−→x 0)∆−→x ,
en donde∆−→x es eln-vector de incrementos, y en dondeDF (−→x 0) es la matriz de
m× n que está compuesta por las primeras derivadas parciales de primer orden de
las funcionesfj ’s con respecto a las variablesxi’s, como se define a continuación.

Definición. SeaF = (f1, ..., fm) : S ⊂ Rn → R
m una función vectorial

cuyas derivadas parciales∂fj/∂xi existan en una regiónR ⊂ S, para cada
j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n. La derivadao matriz jacobianadeF con respecto al
vector−→x = (x1, x2,..., xn) es la matrizDF (−→x ) dem× n dada por

DF (−→x ) =




∂f1(
−→x )

∂x1

∂f1(
−→x )

∂x2
· · · ∂f1(

−→x )
∂xn

∂f2(
−→x )

∂x1

∂f2(
−→x )

∂x2
· · · ∂f2(

−→x )
∂xn

...
...

...
...

∂fm(
−→x )

∂x1

∂fm(
−→x )

∂x2
· · · ∂fm(

−→x )
∂xn



.

A la derivada también se le conoce comogradiente generalizadodef1, ..., fm
con respecto ax1, x2,..., xn. Para denotarla se usan cualesquiera de los siguientes
símbolosDF (−→x ), dF

d−→x o∇F.

Ejemplo:

Para las siguientes funciones de demanda para dos bienes identifica la función
vectorialF y determina su derivadaDF :

q1 = 6p
−2
1 p

3/2
2 y, q2 = 4p1p

−1
2 y

2.

Se trata de la funciónF : R3+ → R
2
+, dada por

F (p1, p2, y) =

	
f1(p1, p2, y)
f2(p1, p2, y)



=

	
6p−21 p

3/2
2 y

4p1p
−1
2 y

2



.

p1
p2
y

ց
→
ր

F

f1
f2

→ q1
→ q2

De esta manera, su derivadaDF es la siguiente matriz de2× 3:

DF (p1, p2, y) =

�
∂f1
∂p1

∂f1
∂p2

∂f1
∂y

∂f2
∂p1

∂f2
∂p2

∂f2
∂y

�
=

	
−12p−31 p3/22 y 9p−21 p

1/2
2 y 6p−21 p

3/2
2

4p−12 y
2 −4p1p−22 y2 8p1p

−1
2 y



.
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En el caso particular de una funciónF = (f1, f2, . . . , fm) : S ⊂ R→ R
m, con−→w = F (t), la derivada está dada por elm-vector columna

DF (t) =




df1(t)
dt

df2(t)
dt
...

dfm(t)
dt


 ,

que representa el vector tangente a la curva−→w = F (t) en cadat ∈ R (ver sección
1.2). Asimismo, en el caso de una funciónf : S ⊂ Rn → R, conw = f(−→x ), la
derivada es eln-vector renglón

Df(−→x ) = ∇f(−→x ) =
	
∂f(−→x )
∂x1

,
∂f(−→x )
∂x2

, . . . ,
∂f(−→x )
∂xn



,

que coincide con el vector gradiente def . En consecuencia, la derivada representa
un vector perpendicular al conjunto de nivel de la hipersuperficie w = f(−→x ) que
contiene al punto−→x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ S (ver sección 3.5).

Por último, para el caso especial en quen = m, la matriz jacobiana es cuadrada
y se puede calcular su determinante.

Definición. SeaF : S ⊂ Rn → R
n, definida porF (−→x ) = (f1(−→x ), f2(−→x ), ..., fn(−→x )),

donde−→x = (x1, x2,..., xn). Entonces, al determinante de su matriz jacobiana se
le denominajacobianoo determinante jacobiano def1, f2, ..., fn con respecto a
x1, x2,..., xn, y se representa porJ(f1, f2, ..., fn/x1, x2,..., xn), es decir,

J

	
f1, f2, ..., fn
x1, x2,..., xn



=

�������

∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
...

...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn

�������
.

Nota: En algunos textos el determinante jacobianoJ(f1, f2, ..., fn/x1, x2,..., xn)
también se denota por

∂(f1, f2, ..., fn)

∂(x1, x2,..., xn)
.

El jacobiano tiene varias aplicaciones en cálculo, una de las cuales se discutirá en
la sección 6.3.
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6.2 Regla de la cadena en el caso general

La regla de la cadena tiene una extensión natural para funciones deRn enRm,
como se establece en el siguiente teorema.

Teorema. SeanF : Rn → R
m y G : Rk → R

n funciones diferenciables. Sean−→
t ∈ Rk y −→x ∈ Rn. Considera la función compuesta

H = F ◦G : Rk → R
m.

SeaDF (−→x ) la matriz jacobiana dem × n de las derivadas parciales deF en−→x
y seaDG(

−→
t ) la matriz jacobiana den × k de las derivadas parciales deG en

−→
t .

Entonces, la matriz jacobianaDH(
−→
t ) es la matriz dem× k dada por el producto

de las matrices jacobianas:

DH(
−→
t ) = DF (−→x ) ·DG(−→t ).

Más específicamente, sean
−→
t = (t1, . . . , tk),

−→x = (x1, . . . , xn) y
−→w = (w1, . . . , wm), tales que−→x = G(

−→
t ), −→w = F (−→x ). Entonces, podemos

representar la composición de funciones−→w = F (G(
−→
t )) = H(

−→
t ) mediante el

siguiente diagrama:

t1
t2
...
tk

ց
→
ր

H=F◦G
G

g1
g2
...
gn

→ x1
→ x2
...

...
→ xn

ց
→
ր

F

f1
f2
...
fm

→ w1
→ w2
...

...
→ wm

De esta manera, la regla de la cadenaDH(
−→
t ) = DF (−→x ) ·DG(−→t ) establece que




∂w1
∂t1

∂w1
∂t2

· · · ∂w1
∂tk

∂w2
∂t1

∂w2
∂t2

· · · ∂w2
∂tk

...
...

...
...

∂wm
∂t1

∂wm
∂t2

· · · ∂wm
∂tk


 =




∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

...
...

...
...

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

· · · ∂fm
∂xn







∂g1
∂t1

∂g1
∂t2

· · · ∂g1
∂tk

∂g2
∂t1

∂g2
∂t2

· · · ∂g2
∂tk

...
...

...
...

∂gn
∂t1

∂gn
∂t2

· · · ∂gn
∂tk


 .

Nota que este producto matricial es consistente con los resultados de la sección
3.3.
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6.3 Teorema general de la función implícita

En la sección 3.4 presentamos el teorema de la función implícita para una ecuación
f(x1, x2, . . . , xn, w) = 0 que relaciona a varias variables de manera implícita. En
esta sección extenderemos el teorema de la función implícita al caso general,

f1(x1, . . . , xn, w1, . . . , wm) = 0

f2(x1, . . . , xn, w1, . . . , wm) = 0
...

fm(x1, . . . , xn, w1, . . . , wm) = 0,

en donde hay varias funciones relacionando implícitamentea varias variables.

Este tipo de sistemas aparece frecuentemente en economía. Por ejemplo, se
sabe que en el problema de minimación del costoC = wL + rK sujeto a una
producción fijaP (L,K) = Q, las condiciones de primer orden están dadas por

w − λPL(L,K) = 0

r − λPK(L,K) = 0

P (L,K)−Q = 0.

Este es un sistema de 3 ecuaciones para 6 incógnitas: 3 variables endógenas, dadas
por los niveles óptimos de trabajoL, capitalK y el multiplicadorλ, y 3 variables
exógenas, dadas por el salariow, la tasa de interésr y la producciónQ. Nos
interesa determinar bajo qué condiciones este sistema define los niveles óptimos
en función de las variables exógenas, y en ese caso, cómo se verían afectados
esos niveles óptimos ante un pequeño cambio en las últimas. Sin embargo, por lo
general no es posible determinar explícitamente esos niveles, ya que no se conoce
la forma funcional de la funciónP , o bien,P puede ser una función compleja y
esto no permite encontrar la solución deseada. Elteorema de la función implícita
establece bajo qué condiciones un sistema de ecuaciones de este tipo define las
variables endógenas como funciones implícitas de las variables exógenas y, en ese
caso, permite determinar cómo cambian las primeras ante un pequeño cambio en
las últimas.

Por simplicidad, comenzaremos con un caso simple, dado por un sistema de 2
ecuaciones con 4 variables, de la forma

f(x, y, u, v) = 0

g(x, y, u, v) = 0.

Como se trata de 2 ecuaciones, a lo más podemos tener 2 variables dependientes
o endógenas, en términos de las 2 variables restantes, que son las variables
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independientes oexógenas. Por ejemplo, supongamos que el sistema define a las
variablesu y v como funciones implícitas dex y y, es decir,

u = u(x, y)

v = v(x, y),

y nos preguntamos cuánto valen las derivadas parcialesux, uy, vx y vy. Para ello,
primero obtenemos las diferenciales totales def y g, a saber,

df = fxdx+ fydy + fudu+ fvdv = 0

dg = gxdx+ gydy + gudu+ gvdv = 0.

A su vez, comou = u(x, y) y v = v(x, y), por lo tanto,

du = uxdx+ uydy

dv = vxdx+ vydy.

De esta manera,

df = fxdx+ fydy + fu (uxdx+ uydy) + fv (vxdx+ vydy) = 0

dg = gxdx+ gydy + gu (uxdx+ uydy) + gv (vxdx+ vydy) = 0.

Ahora agrupamos términos condx y términos condy, es decir,

(fx + fuux + fvvx) dx+ (fy + fuuy + fvvy) dy = 0

(gx + guux + gvvx) dx+ (gy + guuy + gvvy) dy = 0.

Comox y y son independientes, cada una de estas sumas es igual a cero sólo si sus
sumandos se anulan por separado, es decir, sólo si

fx + fuux + fvvx = 0 fy + fuuy + fvvy = 0

gx + guux + gvvx = 0 gy + guuy + gvvyy = 0.

Para encontar de aquí los valores de las derivadas parcialesux, uy, vx y vy es
conveniente agrupar estas ecuaciones por pares. Un par estádado por

fuux + fvvx = −fx
guux + gvvx = −gx,

que es un sistema de dos ecuaciones para las incógnitas,ux y vx. De acuerdo con
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la regla de Cramer y las propiedades del determinante, su solución es

ux =
∂u

∂x
=

����
−fx fv
−gx gv

����
����
fu fv
gu gv

����
= −

����
fx fv
gx gv

����
����
fu fv
gu gv

����

vx =
∂v

∂x
=

����
fu −fx
gu −gx

����
����
fu fv
gu gv

����
= −

����
fu fx
gu gx

����
����
fu fv
gu gv

����
.

El otro par está dado por

fuuy + fvvy = −fy
guuy + gvvy = −gy,

que es un sistema de dos ecuaciones para las incógnitas,uy y vy, cuya solución es

uy =
∂u

∂y
=

����
−fy fv
−gy gv

����
����
fu fv
gu gv

����
= −

����
fy fv
gy gv

����
����
fu fv
gu gv

����

vy =
∂v

∂y
=

����
fu −fy
gu −gy

����
����
fu fv
gu gv

����
= −

����
fu fy
gu gy

����
����
fu fv
gu gv

����
.

Observa que las cuatro derivadas parciales son el cociente de dos determinantes.
Todas ellas poseen el mismo denominador, dado por el jacobiano de la función
vectorialF = (f, g) : R4 → R

2,

J

	
f, g

u, v



= |DF (u, v)| =

����
fu fv
gu gv

���� ,

con respecto a las variables dependientesu y v. ComoJ
�

f,g
u,v

�
está en el

denominador, es claro que debe imponerse la condición

J

	
f, g

u, v



�= 0.

Ahora observa que cada numerador está dado también por un determinante
jacobiano, de la misma funciónF , pero con respecto a una de las variables
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dependientes,u o v, mezclada con una de las independientes,x o y. Así, por
ejemplo, se tiene

∂u

∂x
= −

J
�

f,g
x,v

�

J
�

f,g
u,v

� ,

en donde el determinante en el numerador intercambia la variable dependienteu
del determinante en el denominador por la variable independientex.

Teorema. Seanf(x, y, u, v) y g(x, y, u, v) funciones diferenciables. El sistema
de ecuaciones

f(x, y, u, v) = 0

g(x, y, u, v) = 0

define a las variablesu y v como funciones implícitas, diferenciables dex y y, en
todos los puntos en donde

J

	
f, g

u, v



�= 0.

En ese caso,

∂u

∂x
= −

J
�

f,g
x,v

�

J
�

f,g
u,v

� ∂v

∂x
= −

J
�

f,g
u,x

�

J
�

f,g
u,v

�

∂u

∂y
= −

J
�

f,g
y,v

�

J
�

f,g
u,v

� ∂v

∂y
= −

J
�

f,g
u,y

�

J
�

f,g
u,v

� .

Este teorema constituye una generalización de nuestro tiernísimo resultado
dy
dx
= −Fx

Fy
de la sección 3.4, en dondeF era una función dex y y.

Ejemplo:

Determina si el sistema de ecuaciones

u2 − v − x3 + 3y − 3 = 0

u+ v − 2x− y3 + 3 = 0

define a las variablesu y v como funciones implícitas, diferenciables dex y y,
alrededor del puntoP (x, y, u, v) = P (0, 2, 1, 4). De ser así, calcula las derivadas

parciales∂u
∂x

��
P
, ∂u
∂y

���
P
, ∂v
∂x

��
P

y ∂u
∂x

��
P
.
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Primero definimos las funcionesf(x, y, u, v) = u2 − v − x3 + 3y − 3 y
g(x, y, u, v) = u + v − 2x − y3 + 3, de modo que el determinante jacobiano

J
�

f,g
u,v

�
en el puntoP está dado por

J

	
f, g

u, v


����
P

=

����
fu fv
gu gv

����
P

=

����
2u −1
1 1

����
P

= 2u+ 1|P = 2(1) + 1 �= 0.

Concluimos entonces que el sistema sí define a las variablesu y v como funciones
implícitas, diferenciables dex y y, alrededor del puntoP. Determinemos ahora la
derivada parcial∂u

∂x
:

∂u

∂x
= −

J
�

f,g
x,v

�

J
�

f,g
u,v

� = −

����
fx fv
gx gv

����
����
fu fv
gu gv

����
= −

����
−3x2 −1
−2 1

����
����
2u −1
1 1

����

= −(−3x
2 − 2)

(2u+ 1)
=
3x2 + 2

2u+ 1
.

De esta manera,
∂u

∂x

����
P

=
3(0)2 + 2

2(1) + 1
=
2

3
.

El cálculo de las otras tres derivadas parciales queda como ejercicio para ti,
entusiasta lector.

Concluimos esta sección enunciando el teorema general de lafunción implícita,
correspondiente am > 1 ecuaciones conn+m variables.

Teorema general de la función implícita

Seanf1(x1, . . . , xn, w1, . . . , wm), . . . , fm(x1, . . . , xn, w1, . . . , wm) funciones
diferenciables. El sistema de ecuaciones

f1(x1, . . . , xn, w1, . . . , wm) = 0

f2(x1, . . . , xn, w1, . . . , wm) = 0
...

fm(x1, . . . , xn, w1, . . . , wm) = 0.

define a las variablesw1, . . . , wm como funciones implícitas, diferenciables de las
variablesx1, . . . , xn en todos los puntos en donde

J

	
f1, f2, . . ., fm
w1, w2, . . ., wm



�= 0.
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En ese caso,

∂wj

∂xi
= −

J
�

f1,f2,..., fj ,...,fm
w1,w2,...,xi,...,wm

�

J
�

f1,f2,..., fj ,...,fm
w1,w2,...,wj ,...,wm

� ,

para todosj = 1, . . .m, i = 1, . . . n.

6.4 Teorema del punto fijo

Este teorema se aplica para funciones de un conjunto compacto y convexoK ⊂ Rn

hacia el mismo compactoK ⊂ Rn, y se utiliza en microeconomía, por ejemplo,
para demostrar la existencia del equilibrio de Walras (equilibrios competitivos en
una economía de intercambio).

Teorema del punto fijo o teorema de Brouwer.SeaK ⊂ Rn un conjunto
compacto y convexo y seaf : K → K una función continua. Entoncesf tiene un
punto fijo, es decir, existe un punto−→x ∗ ∈ K para el cual

f(−→x ∗) = −→x ∗.

Ejemplo:

Seaf : [0, 1]→ [0, 1] una función continua. Demuestra que existex∗ ∈ [0, 1] tal
quef(x∗) = x∗.

Como la imagen de la función está en el intervalo[0, 1], por lo tanto, para todo
x ∈ [0, 1] se tiene

0 ≤ f(x) ≤ 1.

Sea
h(x) = f(x)− x.
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6.4 Teorema del punto fijo

Comof es continua, por lo tantoh es continua. Por otra parte, es claro que
h(0) = f(0) − 0 ≥ 0 y h(1) = f(1) − 1 ≤ 0. Así, por el teorema del valor
intermedio sabemos que existec ∈ [0, 1] tal que

h(c) = 0.

Por lo tanto,f(c)− c = 0, es decir,

f(c) = c.

De modo quec es un punto fijo def.

Si alguna de las condiciones del teorema no se satisfacieran, entonces ya no
necesariamente existiría un punto fijo, como se ilustra en los siguientes casos.

i) Si f no fuera continua:

ii) Si K fuera abierto y, por tanto, no fuera compacto:
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iii) Si K no fuera convexo:

Por ejemplo, a partir de este teorema se puede demostrar la existencia de niveles
de insumos(x1, x2) que maximizan una función de beneficioΠ(x1, x2), siempre y
cuando el beneficio esté representado por una función continua y el conjunto de
insumos factibles sea cerrado y acotado. El teorema no proporciona el valor de los
insumos óptimos, pero sí garantiza su existencia.
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Cónicas
Las cónicasson las curvas (no necesariamente funciones) que se obtienen al
rebanar un cono doble con un plano.

La ecuación general de una cónica es una ecuación de segundo grado, de la forma

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey = F.

A partir de esta ecuación es posible decidir de qué curva se trata, dependiendo del
signo del discriminanteB2 − 4AC:

i) CuandoB2 − 4AC < 0 se trata de una elipse (o circunferencia).
ii) CuandoB2 − 4AC = 0 se trata de una parábola.
iii) CuandoB2 − 4AC > 0 se trata de una hipérbola.

En los casos que consideraremos a continuación supondremosque no aparece
el términoBxy, lo cual implica que la cónica está alineada con los ejes de
coordenadas, es decir, no está girada. Así, sólo consideraremos ecuaciones
cuadráticas de la forma

Ax2 + Cy2 +Dx+ Ey = F.

El objetivo es que puedas distinguir las cónicas más o menos “a ojo”, tomando en
cuenta el tipo particular de ecuación.

1. Elipse:

Está descrita por una ecuación cuadrática conA �= 0, C �= 0 y F �= 0, en
dondeA,C y F tienen todas el mismo signo. Por simplicidad, supondremos que
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D = E = 0, obteniendo.Ax2 + Cy2 = F. Al dividir por F ambos lados de la
ecuación, se obtiene laforma canónicade la ecuación de la elipse,

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

A continuación se muestran las gráficas de la elipse, en los casosa > b y b > a.

Nota que cuandoa = b la elipse se convierte en la circunferenciax2 + y2 = a2.

2. Hipérbola:

Está descrita por una ecuación cuadrática conA �= 0, C �= 0 y F �= 0, en donde
A y C tienen signos opuestos. Nuevamente tomamosD = E = 0. Expresadas
en suforma canónica, las dos posibles ecuaciones de la hipérbola están dadas
por

x2

a2
− y

2

b2
= 1 y

y2

b2
− x

2

a2
= 1.

A continuación se muestran las gráficas de las hipérbolas correspondientes a
cada una de estas ecuaciones.

3. Parábola:

Está descrita por una ecuación cuadrática tal queA = 0 o C = 0, pero
no ambos cero. En su forma más simple, lasecuaciones canónicasde la
parábola son

y = ax2 y x = ay2.
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A continuación se muestran las gráficas de las parábola correspondiente a la
primer ecuación, para los casosa > 0 y a < 0.

A continuación se muestran las gráficas de las parábola correspondiente a la
segunda ecuación, para los casosa > 0 y a < 0.

Ejemplos:

1. La ecuación4x2 + 9y2 = 36 describe a la elipse
x2

9
+
y2

4
= 1.

2. La ecuación4x2 + 4y2 = 36 describe a la circunferenciax2 + y2 = 9.
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3. La ecuación4x2 − 9y2 = −36 describe a la hipérbola
y2

4
− x

2

9
= 1.

4. La ecuación4x+ y2 = 0 describe a la parábolax = −1
4
y2.

Por último, es importante señalar que existen algunos casosdegenerados de
cónicas, como se muestra a continuación.

Ejemplos:

1. La ecuación4x2 + 9y2 = 0 no define una elipse, sino más bien un punto en el
planoR2, a saber, el origen.

2. La ecuación4x2 − 9y2 = 0 no define una hipérbola, sino más bien dos rectas en

el plano, a saber, las rectasy = ±2x
3

.
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Teoremas de concavidad para fun-
ciones enRn
Aquí se presenta la generalización de algunos de los teoremas de optimización para
el caso de funciones diferenciables enRn. Para ello, es necesario introducir antes
algunas definiciones importantes.

Definición. Dada una matrizA den × n, unasubmatriz principal dominante
de ordenk, conk = 1, . . . , n, es la matrizAk dek × k que se obtiene al eliminar
enA los últimosn − k renglones y las últimasn − k columnas. El determinante
|Ak| de la submatriz principal dominanteAk de ordenk se conoce como elmenor
principal dominante de ordenk.

Ejemplos:

1. De la matrizA =

	
a b
c d



de2× 2 se puede construir una submatriz principal

dominante de ordenk = 1:

A1 = (a) ,

obtenida al eliminar enA el renglón 2 y la columna 2, y una submatriz principal
dominante de ordenk = 2:

A2 = A =

	
a b
c d



,

en donde no se ha eliminado renglón ni columna alguna. Los menores
principales dominantes correspondientes son

|A1| = a y |A2| =
����
a b
c d

���� = ad− cb.

2. De la matrizA =



a b c
d e f
g h i


 de3 × 3 se puede construir una submatriz

principal dominante de ordenk = 1:

A1 = (a) ,
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obtenida al eliminar enA los renglones 2 y 3, y sus correspondientes columnas,
una submatriz principal dominante de ordenk = 2:

A2 =

	
a b
d e



,

obtenida al eliminar el renglón 3 y la columna 3, y una submatriz principal
dominante de ordenk = 3 :

A3 = A =



a b c
d e f
g h i


 ,

en donde no se ha eliminado renglón ni columna alguna. Los menores
principales dominantes correspondientes son los determinantes

|A1| = a, |A2| =
����
a b
d e

���� y |A3| =

������

a b c
d e f
g h i

������
.

Definición. Dada una matrizA den× n, lassubmatrices principales de orden
k, conk = 1, . . . , n, son todas las matrices dek × k que se obtienen al eliminar
enA cualesquieran − k renglones y sus correspondientesn − k columnas. El
determinante de cada submatriz principal de ordenk se conoce comomenor
principal de ordenk.

Ejemplos:

1. De la matrizA =

	
a b
c d



de2 × 2 se puede construir dos submatrices

principales de ordenk = 1:

(a) y (d) ,

obtenidas al eliminar enA el renglón 2 y la columna 2, o bien, el renglón 1 y la
columna 1. Hay una sola una submatriz principal de ordenk = 2:

	
a b
c d



,

en donde no se ha eliminado renglón ni columna alguna.

2. De la matrizA =



a b c
d e f
g h i


 de3× 3 se puede construir tres submatrices

principales de ordenk = 1:

(a) , (e) y (i),
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obtenidas al eliminar enA los renglones 2 y 3 y sus correspondientes columnas,
los renglones 1 y 3 y sus correspondientes columnas, o bien, los renglones 1 y
2 y sus correspondientes columnas. Hay tres submatrices principales de orden
k = 2: 	

a b
d e



,

	
a c
g i



y

	
e f
h i



,

obtenidas al eliminar el renglón 3 y la columna 3, el renglón 2y la columna 2,
o bien, el renglón 1 y la columna 1. Hay una sola submatriz principal de orden
k = 3 : 


a b c
d e f
g h i


 ,

en donde no se ha eliminado renglón ni columna alguna.

Definición. SeaA una matriz simétrica den× n. Se dice que:

a)A esdefinida positiva⇔ todos los menores principales dominantes deA son
estrictamente positivos(> 0) .

b) A essemidefinida positiva⇔ todos los menores principales deA son no
negativos(≥ 0) .

c) A esdefinida negativa⇔ todos los menores principales dominantes deA de
orden impar son negativos(< 0) y todos los de orden par son estrictamente
positivos(> 0).

d) A essemidefinida negativa⇔ todos los menores principales deA de orden
impar son no positivos(≤ 0) y todos los de orden par son no negativos(≥ 0) .

e)A esindefinida,si no se satisfacen los patrones de signo anteriores.

Ejemplo:

La matriz

A =



1 0 1
0 0 0
1 0 0




es indefinida, ya que sus menores principales violan los patrones de signo a)-d).
En efecto, los menores principales de orden 2 (par) deA son

����
1 0
0 0

���� = 0,
����
1 1
1 0

���� = −1 y

����
0 0
0 0

���� = 0,

uno de los cuales es negativo.
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Con esta última definición podemos extender los conceptos deconcavidad y
convexidad para una función generalf(x1, x2 . . . , xn) doblemente diferenciable.
En ese caso, la matriz hessianaH def es la matriz simétrica

H =




f11 f12 · · · f1n
f21 f22 · · · f2n
...

...
...

...
fn1 fn2 · · · fnn


 ,

en dondefij ≡
∂2f

∂xj∂xi
.

Comenzamos con el caso correspondiente a concavidad o convexidad estricta,
en donde todos los menores principales dominantes son distintos de cero, es decir,
|Hk| �= 0.

Teorema. SeaS ⊂ Rn un conjunto abierto y convexo, y seaf : S → R, con
f ∈ C2(S). SeaH la matriz hessiana def . Entonces

a)H es definida positiva⇒ f es estrictamente convexa enS,
b)H es definida negativa⇒ f es estrictamente cóncava enS,
c)H es indefinida⇒ f no es ni cóncava ni convexa enS.

Los resultados de este teorema se resumen en la siguiente tabla:

f estric. convexa f estric. cóncava
|H1| + −
|H2| + +
|H3| + −
|H4| + +
...

...
...

|Hn| + +, sin es par
−, sin es impar

Ejemplos:

1. La funciónf(x, y, z) = x2 + y2 + z2 es estrictamente convexa, ya que la matriz
hessiana def,

H =



2 0 0
0 2 0
0 0 2


 ,
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es definida positiva. En efecto, sus menores principales dominantes son

|H1| = 2, |H2| =
����
2 0
0 2

���� = 4 y |H3| =

������

2 0 0
0 2 0
0 0 2

������
= 8,

que satisfacen el patrón de signos|H1| > 0, |H2| > 0 y |H3| > 0.

2. La funciónf(x, y, z) = −x2 − y2 − z2 es estrictamente cóncava, ya que la
matriz hessiana def,

H =



−2 0 0
0 −2 0
0 0 −2


 ,

es definida negativa. En efecto, sus menores principales dominantes son

|H1| = −2, |H2| =
����
−2 0
0 −2

���� = 4 y |H3| =

������

−2 0 0
0 −2 0
0 0 −2

������
= −8,

que satisfacen el patrón de signos|H1| < 0, |H2| > 0 y |H3| < 0.

Teorema (condiciones suficientes de segundo orden)

SeaS ⊂ Rn un conjunto abierto y convexo, y seaf : S → R, conf ∈ C2(S).
Sea−→x 0 ∈ S un punto crítico def . SeaH(−→x 0) la matriz hessiana def evaluada en−→x 0, con menores principales dominantes|H1| , |H2| , . . . , |Hn| . Entonces

a) |Hk| > 0, para todak = 1, . . . , n
⇒ f tiene un mínimo local estricto en−→x 0,

b) (−1)k |Hk| > 0, para todak = 1, . . . , n
⇒ f tiene un máximo local estricto en−→x 0,

c) Si{|H1| , |H2| , . . . , |Hn|} viola la secuencia anterior de signos
⇒ f tiene un punto silla en−→x 0.

El valor mínimo o máximo local es un extremo global def , cuando los patrones
de signo a) y b) se satisfacen en todo el dominio def .

Ejemplos:

1. La funciónf(x, y, z) = x2 + y2 + z2 tiene un único punto crítico en
(x, y, z) = (0, 0, 0). Como se demostró anteriormente, los menores principales
dominantes def satisfacen|H1| > 0, |H2| > 0 y |H3| > 0, de modo quef es
estrictamente convexa enR3. Concluimos quef tiene un mínimo global estricto
en(0, 0, 0).
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2. La funciónf(x, y, z) = −x2 − y2 − z2 tiene un único punto crítico en
(x, y, z) = (0, 0, 0). Como se demostró anteriormente, los menores principales
dominantes def satisfacen|H1| < 0, |H2| > 0 y |H3| < 0, de modo quef es
estrictamente cóncava enR3. Concluimos quef tiene un máximo global estricto
en(0, 0, 0).

A continuación se enuncian los teoremas correspondientes al caso en donde
alguno(s) de los menores principales dominantes|Hk| de la funciónf es igual a
cero.

Teorema. SeaS ⊂ Rn un conjunto abierto y convexo, y seaf : S → R, con
f ∈ C2(S). SeaH la matriz hessiana def . Entonces

a)H es semidefinida positiva⇔ f es convexa enS,
b)H es semidefinida negativa⇔ f es cóncava enS,

Nota las implicaciones del tipo⇔ en este último teorema, que contrastan con
las del tipo⇒ para funciones estrictamente convexas (cóncavas).

Ejemplo:

La funciónf(x, y, z) = x2 + y + z2 es convexa no estricta, ya que la matriz
hessiana def,

H =



2 0 0
0 0 0
0 0 2


 ,

es semidefinida positiva. En efecto, sus menores principales de orden 1 son

2, 0 y 2,

sus menores principales de orden 2 son
����
2 0
0 0

���� = 0,
����
2 0
0 2

���� = 4 y

����
0 0
0 2

���� = 2,

y su menor principal de orden 3 es
������

2 0 0
0 0 0
0 0 2

������
= 0.
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Teorema (condiciones necesarias de segundo orden)

SeaS ⊂ Rn un conjunto abierto y convexo, y seaf : S → R, conf ∈ C2(S).
Sea−→x 0 ∈ S un punto crítico def . SeaH(−→x 0) la matriz hessiana def evaluada en−→x 0. Entonces

a) f tiene un mínimo local en−→x 0
⇒ todos los menores principales deH son no negativos(≥ 0) en−→x 0,

b) f tiene un máximo local en−→x 0
⇒ todos los menores principales deH de orden impar son

no positivos(≤ 0) en−→x 0 y todos los de orden par son
no negativos(≥ 0) en−→x 0.

El valor mínimo o máximo local es un extremo global def , cuando los patrones
de signo a) y b) se satisfacen en todo el dominio def .

Nota que aquí la concavidad o convexidad def es una condición necesaria, mas
no suficiente, para un extremo local. En otras palabras, no basta con demostrar la
concavidad o convexidad de la función para garantizar la existencia de un máximo
o un mínimo.
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