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Prologo

Este documento constituye un material de apoyo para el dar§alculo Il para
las carreras de Economia y Direccion Financiera en el ITAMtr&ta de una
recopilacion de mis notas de clase, con el fin de agilizardeugiion de los temas
en el aula. El material se presenta en estricto apego al deléamario vigente,
aunque es discutido bajo un enfoque personal y en un lengnagnto coloquial.

Estas notas no pretenden sustituir la lectura de la bildféaseleccionada para
el curso. Estan basadas en el material extraido precisamderdgsos textos, asi
como de documentos y libros escritos por mis colegas y angigidSepartamento
de Matematicas del ITAM. En particular, tomé prestadosogaconceptos y
ejemplos del Documento de Trabadytatematicas IV elaborado por Guillermo
Pastor. Para algunos temas de optimizacién, me basé eroaVidiodos Dinamicos
en Economia: Otra Busqueda del Tiempo Perdui® Héctor Lomeli y Beatriz
Rumbos. Muy especialmente, quiero expresar mi gratitucag gdmiracion por
Knut Sydsaeter, de la Universidad de Oslo, quien fue el algarna coleccion
maravillosa de textos de matematicas para economistad. dpeeindi mucho,
aungue nunca tuve el privilegio de conocerlo. Estuve a pdetbacerlo, en
un taller de matematicas que €l iba a impartir en México. esmadamente,
Sydsaeter fallecié en un accidente en octubre de 2012pdmitana semana para su
visita a este pais.

Se espera que el estudiante resuelva una gran variedaddeieg que no han
sido incluidos en este documento debido a su extensionspeto, el estudiante
puede utilizar el Documento de Trabdpalculo II, Cuaderno de Ejercicigos
Lorena Zogaib, Departamento de Matematicas, ITAM, enerdel2015.

Agradezco todas las sugerencias y correcciones que h&ledd mis colegas
y varias generaciones de estudiantes. Me han enriquecidbahos comentarios
de mis amigos Carmen Lopez y Ramon Espinosa. Igualmentetampes han sido
las observaciones de las varias generaciones de alumnbsuquensultado estas
notas. Especialmente, estoy muy agradecida con Franc@uoeCas Marroquin,
quien estudio Ciencia Politica en el ITAM, por sus valiospsreaciones en
relacion con el capitulo de Optimizacion.

De antemano ofrezco una disculpa al lector por los erroresigiones que
encuentre en este texto. Siempre seran bienvenidas |la&sciomes y cualquier
comentario que me hagan llegar.

Lorena Zogaib
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Capitulo 1
El EspacioR”

1.1 Vectores

Considera los precigs, p, . . ., p, den bienes. Conviene representar este
conjunto de precios por

yai
(p1>p2>"'apn) Obien p.z
Pn
Un conjunto ordenado de numeros como éste, que se caraatersolo por
los elementos que lo constituyen sino por el orden en qua estéacados, se
llama unvectoro n-vector Nota que un vector con una sola componente es
un simple numero real, también denominadaesnpalar La representacion
del lado izquierdo se conoce comector renglonmientras que la del lado
derecho es umector columnaPor lo general utilizaremos la representacion
de vector renglén a lo largo de este texto, con excepciéngimas temas de
los capitulos 3y 6.

Hay varias maneras cortas de designar el vector de pr@gigs, . . . , p,),
por ejemplo,

T =@up2-pn). P=P1p2. - Pn)s D= PrP2. - Pn)s- -
La primera de éstagy, utiliza una flechita encima del nombre del vector,
y esto esta relacionado con su significado geométrico, casecatdtemos
un poco mas adelante en esta seccion. Aqui adoptaremosgimegite esa

notacion para designar cualquiewvector arbitrario a,, as, . . ., a,), €s decir,
— —
a = (ay,as,...,a,), a €R"

Los numerosiy, as, . . ., a, Se llaman lagomponentes escalards! vector

@, y decimos que; es lai-ésima componentge @’. La notaciona € R”
indica que cada una de lascomponentes del vectar es un escalar en el
campo de los realeR.
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Capitulo1 EIl Espaci®”
Operaciones con vectores

- - e H - - -
Definicion. Dos vectoresa’ y b sonigualeso equivalentesi todas sus
componentes son iguales. En ese caso, escribimos

a=b.

Si el nimero de componentes, su valor numérico o su distéibson diferentes,
. —

decimos quéad” # b .

Ejemplo:

Seanz = (z,y,2)y @ = (—1,0,3). Se tiene entonces qu& = @ siy s6lo
sir=-1,y=0yz=3.
Definicion. Seand = (ay, as, . . ., ay), b = (b1, ba,...,b,) ER*y B € R.
a) Elproducto del escalap con el vectora es el vecto @ € R”, dado por
57 - B(al,%a s 7an)
=3 (ﬁalaﬁa'%"'aﬁa'n)-

NNy . —
b) Lasumade los vectores:’ y b es el vectora” + b € R", dado por

—

+ b = (CLI,CLQ,...,(J,H)—|—(b1,b2,...,bn)
= (al—l—bl,a2+bg,...,an+bn).

—
a

Ejemplo:

Seana = (3,-2,5)y b = (—3,0,3). Asi,

-2 = —2(3,-2,5) = (—6,4,—10),
.
a+b = (3,-2,5)+(—3,0,3) = (0,-2,8).
- - e ﬁ %
Definicion. Seana = (aq,as,...,a,), b = (by,be,...,b,) € R". Larestao

—

. . —_—
diferenciade @ con b es el vectofra — b € R™, dado por

T-b = T+ (1D
= (al—bl,ag—bg,...,an—bn).

6
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1.1 Vectores

Ejemplo:
— - '
Seana = (3,—-2,5)y b =(-3,0,3). Asi,

%
%
a— b

(3,-2,5) — (—3,0,3) = (6,—2,2).

Dgﬁnicién. Para cadas € R” la diferenciaa — @ es elvector nuloo vector
cero 0, dado por

ﬁ
0 =(0,0,...,0)
Nota que
- = —
a-b=0 << a=05b.
Definicion. Si @1, @a,..., @m € R"Y B, 8, ..., 5,, € R, entonces el
n-vector
— — —
Br@1+Poda+ -+ B, an
se conoce como ur@mbinacion lineatle los vectores:'y, @, ..., @ m.
Ejemplo:

Seara = (3,-2,5)y b = (~3,0,3). Asf,

37 —50b =3(3,-2,5) = 5(—3,0,3) = (9, —6,15) + (15,0, —15) = (24, =6, 0).

Reglas de adicién de vectores y multiplicacion por escalase

Sid. b, ¢ e R"ya, 5 € R, entonces
1. <7+?)+?:7+<?+?)
2.0+ =0 +7
3d4+40=0+ad =1 .
4.4 +(-d)=(-a)+ad =0
5.(a+pB)d =ad +a
6.a 7+?>:a7+a?
7.a(0d)=(af) @
8.1 =74

7
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Capitulo1 EIl Espaci®”

Ejemplo:
T

Dados@, b € R” halla un vectorz € R” tal que37 + 2@ = 5

Usando las reglas anteriores, se tiene

3T 427 +(—27) = 5b +(-27)
3740 = 5b —27
ﬁ
37 = 5b —27d
1 1
(5) 37 = (5) (5?—26’>
5— 2
17 = -b—=4a
X 3 3a
7 = 2527
.3 B

Interpretacién geométrica de los vectores en el plani?

La palabra vector proviene del latin y significa transpdeta. esa razon, un
vector se asocia con un desplazamiento. Podemos desecelitesplazamiento en
el planozy por la distancia dirigida; que se mueve en la direccion del ejg
por la distancia dirigida; que se mueve en la direccion del gjeentendemos por
distancia dirigida al hecho de que > 0 si se desplaza hacia la derecha del punto
inicial y a; < 0 si se desplaza hacia la izquierda. Similarmente, se tiene0 si
el desplazamiento es hacia arriba,o< 0 si es hacia abajo.

Geométricamente, esta translacion se puede visualizan coi flecha o
segmento de recta dirigido de un pumta otro puntoB, que denotamos por

AB. Si desplazamos la flecha paralelamente a si misma, de tarangue su
B —
nuevo origen sed’ y el nuevo destind?’, la flecha resultantd’ B’ describira

el mismo desplazamiento, porque sus componenteg siguen sienda; Yy as,
respectivamente.

De esta manera, se tiene que

— —_—
AB = A'B'.

8
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1.1 Vectores

Asi, desde el punto de vista geométrico, decimos que dosrescson iguales
0 equivalentes si tienen la misma direccion y Iongltud (eantur las mismas

componentes; y ay). En consecuencia, es claro qAB #* BA.

B B

Definicion. Dados dos puntod(z;,y:) y B(xs, %) del planoR?, el vector v’
—
que va ded haciaB es el vectorv’ = AB = (x5 — &1, 92 — ¥1)-

Ejemplos:
1. SiA(1,1), B(2,-1)y v = AB es el vector que va dé a B, entonces
=(2-1,-1-1)=(1,-2).
2. SiC(=1,0), D(-3,-3)yw = DC es el vector que va de aC, entonces
w = (—1-(-3),0—(=3)) = (2,3).
3. SiE(-3,-2),F(-1,1)yu = EF es el vector que va dE a F, entonces
U= (-1-(-3),1—(-2)) =(2,3).
Observamos que los vectoresy u son iguales, puesto que estan descritos por

las mismas componentes, es decir, la misma direccion y tualyai pesar de tener
asociados diferentes puntos de origen y destino. De hemhwettoresi y w son
—

también iguales al vector’ = OP que va del origen de coordenadag), 0) al
puntoP(2,3).
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Capitulo1 EIl Espaci®”

(%]
[}
1)

—

' '

b o= O
[=3]
—

5}
[¥5}

De acuerdo con la definicion, la multiplicacion de un vectopor un escalar
c €S un nuevo vector;v’, cuyas componentes son las componentes’de
multiplicadas cada una por el factarGeométricamente, el vectow’ es paralelo
a @, con las siguientes caracteristicas: i} si 0, entonces: v’ es un vector en el
mismo sentido qué&’, y sic < 0, su sentido es opuesto, ii)|g] > 1, entonces v’
es un vector de magnitud mayor que y si|c| < 1, su magnitud es menor.

c?, e
Por ejemplo, siv” = (1,2), entonces
¥
g 3V
a)37 =3(1,2) = (3,6)
2
b) _7 = _(1>2) 4 (_1> _2) -2 - v
A s x
€) 27 = —2(1,2) = (~2,—4) /1,
v ‘

- - -7 ﬁ - 7 -
Definicion. Dos vectores no nulog’ y b sonparalelossi son mdltiplos entre
- - . —> H
si, es decir, si existe un escatart 0 tal que b = a'a’. Que los vectores’ y b
—
sean paralelos se denota pof] b .

10
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1.1 Vectores

Ejemplo:

El vector v'; = (£, —2) es paralelo al vectow’, = (—4,1), ya que
— 3—
V1= — 5 V9.

Por otra parte, sabemos de la definicion que la suma- v, de dos vectores
71y U, es lasuma de sus componentes, como se muestra en la sidigerde

¥
— =
y1+r2 Vit vz
3
2
Y2
»1 ¥
L X1 X2 Xx1tZxp x

El vector sumav’; + v, Se construye mas facilmente a partir del método del
paralelogramo, asi como el método del triangulo, ilustsaiola siguiente figura.

5’1+T:'2

—

V1

mdiada dal métoda del
paralelagrame irignguilo

La siguiente figura muestra la suma de los vectares= (—1,—2) y
b =(2,1),dadapord + b = (—1,-2)+(2,1) = (=1+2,-2+1) = (1,-1).

¥

_.3_1

=]
+
o]

=]

11
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Capitulo1 EIl Espaci®”

Asimismo, combinando las dos operaciones anteriores, egepconstruir
cualquier combinacion lineal de vectoresh Por ejemplo, para’; = (1,1) y
vy = (-2, 3), la siguiente figura muestra la combinacion lineal
—2W o + 30 = —2(-2,3) + 3(1,1) = (4, —6) + (3,3) = (7, =3).

¥

x

3?1 + [/—2;’2 )

2%,

Por ultimo, sabemos que el vector resta — ©', Se construye como la suma
de vectoresv’; + (—v',), como se muestra en las figuras de la izquierda. Esto
equivale a decir que la rest&, — @', es el vector que une las “puntas” de los
vectoresv’; y v, en direccion dév’, haciav’;, como se muestra en las figuras
de la derecha.

Vi+ (V)= ¥ -V,

Un resultado muy Util es que la suma, + v, y la restav’; — v', pueden
asociarse con las diagonales del paralelogramo formaddrdbs vectoresv'; y
7’5, de la manera que se muestra en la siguiente figura.

12
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1.1 Vectores

Existe una representacion alternativa para los vectore$ @ano, utilizando
los llamadosrectores baseEstos ultimos son vectores en términos de los cuales
podemos expresar cualquier otro vector. En el cask’dee necesitan dos vectores
base, no paralelos, para poder generar cualquier vectdmpéeme. La base mas
simple es la base canonica, dada por los vectore$l,0) y j = (0, 1), mostrados
en la siguiente figura.

v
Vectores base

f=(L0) y j=(0.1)

Definicién. Cualquier vectorv’ = (z,y) € R? se puede expresar como
T = zi+yj,
coni = (1,0)y 7= 1(0,1).

=]

| . '
o' ; . x

Definicion. Si v = xi + yj, entonces los vectores y j son losvectores
componente® componentes vectorialete v en las direccionesy
respectivamente. Los nimeroy y son lascomponentes escalards v en las
direcciones y j, respectivamente.

Ejemplo:

Por ejemplo, siv’ = 3i + 2j, entonces

i) 37 es la componente vectorial @€ en la direcciort

=l

ii) 2j es la componente vectorial dé en la direccionj

31 x

13
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Capitulo1 EIl Espaci®”

iii) 3 es la componente escalar déen la direcciort

=l

iv) 2 es la componente escalar deen la direcciorj 2

Interpretacién geométrica de los vectores en el espacit?

Los resultados anteriores pueden extenderse facilmerdevpatores en el
espacidR?®, como se presenta a continuacion.

Definicion. Dados dos puntod(z1,y1, 21) Y B(z2, y2, 22) €n el espacio, el
vector v’ que va ded a B es el vector

—
v =AB = (562 — T1,Y2 — Y1,22 — 21)-

z

v
z3
A

Y1 Te J *2

Por otra parte, la base canénica®hson los vectores

1=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1),
mostrados en la siguiente figura.

14
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1.1 Vectores

En términos de estos vectores base, cualquier vacter (z,y, z) enR> puede
expresarse como

T =2l +yj+ k.
Ejemplos:
1. Dibuja el vectofv’ = i + 2j + 3k

z

=l

2. Dibuja los vectoresi =i + 2

>
(=)
I
w0
>
<
o
I
2|
+
>

|

Norma de un vector enR"

Como ya se menciond, una de las dos caracteristicas de wm gscu longitud,
también conocida como swrma Para vectores eR" la norma se determina a
partir del teorema de Pitagoras generalizado, como se defiartinuacion.

Definicién. La norma o magnitud de un vectorv’ = (21, s, ...,2,) € R" es
el nimero real no negatijpv’ || dado por

17l = /2 +af+... + a2

15
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Capitulo1 EIl Espaci®”

En particular, se tienen los siguientes casos:

) si v = 27+ yj € R?, entonced V' || = /22 + 12.

¥

.l

[

x X

ii) si = 21+ yj + zk € R?, entonced| v’ || = /22 + 32 + 22

x

Cabe sefialar que la norma de un vecior= zi enR es simplemente su valor
absoluto, ya qué v’ || = Va2 = |z|.

2. Siv = —3i+4j, entonced| V|| = 1/(—3)2 + 42 = /25 = 5.

3. Siw = —i+2j — 3k, entonced W | = /(—1)2 + 22 + (—3)2 = V14,

16
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1.1 Vectores

Nota que existe una infinidad de vectores con una misma noauha ¢ or
ejemplo, todos los siguientes vectores poseen norma 5.

71 _ i Vi 4 Vi

Uy =30+ 4] .

Vg = 5] 3 0 : |3 x
Vy=—-31+4j

V5= —3i—4) N

Las cabezas de todos estos vectores describen
una circunferencia de radio 5.

Propiedades de la norma

Seanv’, w € R"y seac € R. Entonces,

a)| 7’| >0
H
b)[|T)=0 & T=0
— —>
c) lev’|l = [el v

d) |7 + w| < ||V + || @] Desigualdad del triangulo

Las propiedades a) y b) establecen que la norma de un veatorresgativa,

y solo es cero si' es el vector nulo. La propiedad c) establece que se preserva |

escala al calcular la norma del multiplo de un vecasi, por ejemplo, la expresion

|=87 || = [-3] 7| =3 [|V']
establece que la nornfla-37’|| del triple de un vector’, es el triple de su norma,
3 ||7’||. Por dltimo, la propiedad d), o desigualdad del triangustalelece que la
hipotenusa de un triangulo mide menos que la suma de susx<figtras de la

izquierda) y solo es igual a la suma de estos cuando son loaréfigura de la
derecha).

Y+
W
¥+ W ¥ W
— L »
v v ¥+ 9

I+ @) < V] + [ 1]l + [l

v+
17
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Capitulo1 EIl Espaci®”

Asi, por ejemplo, de acuerdo con la propiedad d), para vestanbitrariosv’, w,
se tiene

137 = 5w # 137+ (5w
I3% =5l # (137 —[I5W]-

Definicion. Ladistancia euclidianal( A, B) entre dos puntod (a4, as, . . ., a,)
y B(by,bs,...,b,) enR" estd dada por

d(A, B) = \/(bl — CL1>2 + (b2 — a2)2 + -+ (bn — an)2.

Esta es una generalizaciéon del teorema de Pitagorasdenensiones. Mas
. b—
generalmente, si denotamos p@r= (a;, as,- .. ,a,) al vectorOA que va del
—

origen al puntad(aq, as, ...,a,) y por b = (by,bs,...,b,) al vectorO—B> gue va
del origen al puntd3(by, b, . . ., b, ), €ntonces la distancif A, B) entre los puntos
Ay B es lanorma del vector que los une, es decir,

a(A, B) = (@, b) = | - 7| -

@7

A

-
a-b

=l

o]

Propiedades de la distancia euclidiana
— T
Seanda’, b, ¢ € R". Entonces,

) Simetria

,¢)>d(d, ) Desigualdad del triangulo

A un conjuntoX con una funcién distancid: X x X — R que satisface estas
propiedades se le llangspacio métricoEn particular, el espaci®™ es un espacio
meétrico.

18
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1.1 Vectores

Definicion. Un vector unitariou es un vector con norma igual a 1, es decir,
[uf] = 1.

En el caso d&?, los vectores unitarios son todos aquellos que puedenadgauj
dentro de una circunferencia de radio 1 y centro en el origemo es el caso de
los siguientes vectores.

¥

,Z i
J .
MU SN e
a=——=1+—

NCRRVeX
j_ 3, 4 o & 1
-5y b
Il = 131 = llall = o] = 1

Como la norma de un vector unitario es, por definicion, siengual a 1, su
Unica caracteristica importante es su direccion. De ahlagueectores unitarios
son conocidos también convectores de direcciorkEn el caso particular de un
vector unitario en el plana; € R?, su direccion se define como el angdlo
que éste determina con el ejemedido en la direccion contraria al giro de las
manecillas del reloj. Asi, cualquier vector unitarioleh

U= xt+y)J,
dondel|u]| = \/x% + y? = 1, puede expresarse como
U= cos i+ send ),

en donde se ha utilizado que

cos@z%:x, senﬁz%:y.

=

l1&ll y=gen B

X =cos g i

19
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Capitulo1 EIl Espaci®”

Ejemplos:
1. Determina la direcciéon del vector unitafic= L, + L,
. —1 —.
2 R
1 1
En este cas@osf = — vy sen§ = —. Por lo tanto,
ok 2

oo () ()5

en dondecos™! 2 y sen~'z denotan “4ngulo cuyo coseno es” y “angulo cuyo
seno es”, que son las funciones inversas de las funcionea@gsseno.

2. Determina la direccion del vector unitatie= —i.
En este casaosf = —1y sen = 0. Por lo tanto,

0 =cos ' (—1) =sen ' (0) = 7.

Cualquier vector no nuloy” € R”, puede escribirse siempre en términos del
vector unitariod que apunta en la misma direccion dque de acuerdo con

v = |7 o

. . — 7
De esta manera, el vector unitafialel vector no nulév’” # 0 esta dado por el
cociente

Ejemplos:

1. Calcula el vector unitarié del vectora’ = —3i + 4.

Comol|@|| = v/(—3)% + 42 = 5, por lo tanto,

@ —3i+4)] 3. 4.

a: = = —— — 1.

Tl 5 5' "5
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1.1 Vectores

2. Calcula el vector unitario del vectorz’ =i — 27 + 3k.
Como|| 7| = /12 + (—2)2 + 32 = /14, por lo tanto,

T i-2j+3k 1 2 3 .

— - ——i— )+ ——k.
17| J1a Jii v Vi

T =

3. Encuentra un vectot’ con magnitud (norma) igual a 5 y que tenga la misma
direccion que el vectows que va del puntoi(—1,2,1) al puntoB(—2,0, 3).
De acuerdo con el enunciado es claro gue= 5, conw el vector de direccion
dew = AB

Para calculafo, notamos primero que

W o= AB=((-2)— (-1),0—2,3—1) = (—1,-2,2)

= —i-2j+2k
Como||w || = \/(—1)2 + (—2)% + 22 = 3, por lo tanto,
W —i—27+2k 1, 2..2;
W= = =—=i—=j+=
w
Ikl 3 3' 3073

Ademas del productev’ de un vectory” por un escalar existen otros dos
productos importantes que involucran vectores. Uno ds,atlonocido como el
producto punto o producto escalaeviste de gran utilidad para este curso, por lo
gue se define a continuacion. El otro producto se conoce ebproducto cruz o
producto vectoriglpero se omitira en estas notas.
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D.R.© 2015, Lorena Zogaib



Capitulo1 EIl Espaci®”
Producto punto
Definicién. El producto escalao producto puntpa’ -
ﬁ
b en el plandR?, o en el espaci®?, es el escalar

D= 17| H?H cos 0,

dondef es el angulo entre’ y ? con0 <0 <.

ﬁ
b, de dos vectores’ y

_> - Ve -
Observa quéa - b no es un vector, sino un escalar. Geométricamente,
—

a - b representa el producto de la norma de cualquiera de los dbwr&s por

la componente del otro vector en la direccién de éste, commoussstra en las
siguientes figuras.

70 =7 (H?Hcose) T b= HE’H(WHCOSQ)

La siguiente tabla resume algunos casos especiales.

-0 = |||V || coso

Vectores paralelos
Vectores perpendiculare
Vectores antiparalelos

||| || b valor maximo

ﬁm%@%
(@]

— ||| b valor minimo

Observa que, de acuerdo con la definicién, el producto pusntommutativo, es
decir, R
a-b=10b-a.

22
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1.1 Vectores

. ey, . — .
Definicién. Decimos que dos vectores no nul@sy b sonperpendiculares u
. , . — —_— .
ortogonalessiy sélosi @ - b = 0. Que los vectores’ y b sean perpendiculares
_)
se denota por L b .

Ejemplos:
1. Calcula el producto punto de los vectorgs= —i — jy = 27 enR?.
Sabemos quéd | = v2y H?H = 2. De la figura se observa que el &ngulo

entrea’ y b es135°, es decirf = ZW Asi,

75 =7 |7 cos (%”) — (V2)(2) (-%) _
2 I7]=2

1357
1211 =2

—
@

s

H
2. Calcula el producto punto de los vector@s= 3iy b =i+ v/3jenR>.
Sabemos quéa|| =3y H?” = 2. De la figura se observa que el angulo entre

— .
a'y b es60°. Asi,
@5 =7 |7 cos (3) =) (%) _3

¥

o,
=)
o
=]
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Capitulo1 EIl Espaci®”

3. Calcula el producto punto de los vector@s= 2i + jy b =3k enR3,
Sabemos quéd | = V5y H?H = 3. De la figura se observa que el angulo

entre@y b es90°, es decird — g Asi,

7= |7 HZ’H cos (g) = (v/5)(3) (0) = 0.

z

- — —4 —_ —<4 s .
En general, laexpresioa - b = || || H b H cos 6 puede resultar poco practica
H

para calcular el producto punto @8 y b, ya que requiere conocer el angulo
ﬁ 7 - =7 .- 7
9 entre@ y b . Por esta razon, a continuacion desarrollaremos una éspres

- é -
alternativa para calcula@ - b a partir de las componentes de estos vectores, que
suele ser la informacion que se tiene disponible.

- - ﬁ Va - -
Para este fin consideramos dos vectaieg b, asi como su vector diferencia,

—

g . .z ,
¢ = b — . Estos tres vectores determinan un triangulo, cuyos caestén
relacionados entre si por la ley de los cosenos, dada por

1212 =120+ ||| - 20207 cose

24
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1.1 Vectores

_> .
en dondg denota el a&ngulo entre’ y b . Nota que esta igualdad se reduce al
—
teorema de Pitagoras en el caso particéilarr/2 . El término||a'|| H b H cosf en

el lado derecho es precisamente el producto p%to? entre@ y 7 es decir,
2 —
1212 = 1)+ | ]| - 2a-%.
de modo que
2 —1I? 2
1@+ [ -1l

2
Para el caso particular de vectoi@s= a,i + asjy 7 = b1i + by enR?, el vector

7 = b — @ estadado po’ = (by — a,)i + (by — ay)j, de modo que

—_—
a .

—
b

w7 _ (adtad) + (] + 1) = [(br = ar)” + (b2 — @a)"]
_ . '

Desarrollando cuadrados en el numerador es posible sioaplifarios términos,
guedando simplemente,

7 o ? = a1b1 + a262.

7 —> - - 7 - Ve .
De esta manera, el célculo @@ - b se reduce a multiplicar término a término las
componentes escalares dey b . Similarmente, es posible demostrar que en el
A — ~
caso de vectores = ayi + asj + asky b = bii + byj + bsk enR? el producto
punto esta dado por
A —
a-b= a1b1 = a2b2 + a3b3.
El resultado anterior puede extenderse muy facilmente pakesquiera dos
vectores efR™, como se enuncia en el siguiente teorema.

—
Teorema. El producto_> escalaro producto puntpa@ - b, de dos vectores
@ = (a1, as,...,a,)y b = (by,by,...,b,) enR" es el escalar

-

a - b :albl+a2b2+---+anbn.

Ejemplos:

1. Calculaz - 7/,si2 = (-1,-3,0)y ¥ = (2,1, -3).
En este caso,
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2. Demuestra que los vectoras= 2i + 3jy v = —6i + 4 son perpendiculares
entre si.

Como

por lo tantow L7

3. Escribe el ingresé = p1g1 + p2g2 + - -+ + prg, COMO un producto punto de
vectores.

Elingresol puede expresarse conic= p - ¢, dondep = (p1, p2,...,Pn) €S
el vector de precios Yj = (q1, ¢, - - ., ¢.) €S €l vector de cantidades.
4. Seand — i+2j+3ky b = 4i — j+ k. Calcula el vector
— - 7 -
o - (w7
Por una parte, coma’ — ? =-3+3)+ 2k, por lo tanto,

H—’—?H:m:\/ﬁ

Por otra parte,

—

b =4—-2+3=5.
Por ultimo, comd|@’|| = \/ + 4+ 9 = /14, por lo tanto

A \/1171(Z+2j+3k)
De esta manera,
i =@ ) o= (vVR) 6) (5 (24 30))

11 /11 111 -
= D4/ — |2 104/ — 17 154/ — | k.
5. Encuentra un vector € R? que tenga norma y sea perpendicular a
v =31+ 2j.
Seaw = i+ yj el vector que buscamos, representado en la siguiente figura.

¥

=l

¥

I 1= 5 2

=l

"
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1.1 Vectores

De acuerdo con el enunciad@, debe satisfacer las siguientes dos condiciones
W] = Va?+y?=5
w-v = (3)(x) +(2)(y) =0
De la segunda condicion se tiepe= —3x/2, que sustituido en la primera

condicion implica
9
\/ 2%+ =5

De este moday = i%. Asi, existen dos vectores y w, que satisfacen las

condiciones del problemay; = Tl — =] We = — i+ \}—%j.

Propiedades del producto escalar

Paratodosa’, b, ¢, d € R"y a € R se cumplen las siguientes propiedades:

1.7-@>0ya-a=0siysélosiad = 0.
2.7 b =1b-a

3.(a7) D=7 (a?)za(?-?)

4.7 (b +3)=a-b+a-¢
5(d+0)(C+d)=T -C+a-d+b-C+b-d
6. ‘? : ?) < |l H?H Desigualdad de Cauchy-Schwarz

De la propiedad 6 se sigue un resultado interesante. Paraesdkcribimos la
desigualdad de Cauchy-Schwarz de la siguiente manera

| < @]
@17 < =7 <117
~IZI|[7]| < 1@0|[F]coso <@ |7
-1 < cosf <1,

gue permite generalizar el concepto de angulo entre dosresotn el espacii”,
como lo establece la siguiente definicion.

_)
Definicion. El angulof entre dos vectoreso nulosa’, b € R™ esta dado por

Y

0 = cos — = y 0§9§7T
Eig
27
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Ejemplos:

1. Encuentra el angulo entre los vectotés= i+ jy v = i.

Como|| 7' || = V2,

1

— — = -

=1lyax -y =1, orlotantoezcos1<—):—.

yl=1y -y p 7

2. Encuentra el &ngulo entre los vectorés= —i — 2]y § = 2i — j + 3k.
Como |Z|| = V5, ||| = Vidy @ -3 = 0, por lo tanto

|
0 = cos! <ﬁ$ﬁ> = Z. Concluimos entonces qué_Ly .

Por otra parte, en relacion con el concepto de perpendidathry en
vista que los vectores base candnicoskérson todos unitarios, es decir,

2l = Il = HkH = 1, se obtiene el siguiente resultado:

o

Utilizando este resultado, junto con la propiedad 5 del pectalescalar, podemos
llevar a cabo una diversidad de manipulaciones algebrdtcasejemplo, sin hacer

uso de la ley de los cosenos podemos demostra@ué? = a1b; + asbs + asbs,
H
paraa y b enR?, de la siguiente manera:
— —_— . . ~ R " ~
a-b = <a1z+a2]+a3k) . (b1z+ ba) + b3/<;>
= a1b1 (’Z : i) + albg (’Z . j) + albg <i . ];')
tashy (5 7) + ashs (- §) + azbs (;k)
tagh, (k: . z) + ashy (k: . j) + asbs (k - k)
= a1b1 + a2b2 + CL3b3.
Asimismo, tomando en cuenta que el producto punto de un vectoconsigo

mismo esta dado pott - @ = || @| ||@]| cos0 = || |7 (1) =[], se
tiene
|a||=Va - 7.
28
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1.2 Curvas paramétricas. Vector tangente a una curva pareané

Asi, por ejemplo,

127 =37 = QW —37)-(2W —37)
= A(T-W)—6(T V) —6(T W)+ (VD)
= 4 -12(% - T)+ 97

1.2 Curvas paramétricas. Vector tangente a una curva paramntéca

Una manera frecuente de definir una curva en el pRhes larepresentacion
cartesianaen donde la curva es el conjunto de pun®gs, y) que satisfacen una
ecuacion de la forma = f(x).

Existen otras maneras para representar una curkt eque pueden resultar
mas convenientes que la cartesiana, dependiendo del tiponéérias de la
curva o la naturaleza de sus posibles aplicaciones. Aquintergsa la llamada
representacion paramétricgue ademas de proporcionar una informacion mas
detallada que en la forma cartesiana, puede extendergadate al caso general
de curvas efR".

La representacion paramétrica de una curva en el gkZnexpresa las
coordenadas y y de cada punto de la curva como funciones de una tercer \@riabl
digamost, que juega el papel de variable exdgena o parametro. Al ir izardb de
valores el parametrg se van generando nuevos punto§), y(¢)) de la curva,
como se muestra en las siguientes figuras.

torece

LGP \ B %
Fli

|
|
) ok ooy 2 ‘g
I
|
|
|
1

i) = x(E+ (e ]

(ta)

0 x) w2 - 0 .
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La figura de la izquierda muestra la evolucion de cada unasdeolardenadas(t)
y y(t) al incrementarse La figura de la derecha presenta el mismo razonamiento
pero en un lenguaje vectorial, considerando para téaavolucion del vector de
posicion

() =zt) i+ y(t) )

Definicidn. Unacurva paramétriceo trayectoriaes una funcion vectorial,
7 : S C R — R", que acada nimeroc S le asigna un Unico vector (t) € R™.

De acuerdo con nuestra discusién anterior, en el caso ded Bfauna curva
parameétrica se representa mediante una funcion vectoriaR — R2, de la forma

(1) = x(t) i+ y(t) ],
en donder y y son funciones del paramett@nR. Similarmente, en el caso del
espaciaR?® una curva paramétrica se representa mediante una funaitorieé
7 : R — R3, de la forma

T(t) = x(t) i+ y(t) i+ 2(t) k,
en donder, y y z son funciones del paramett@en R. Un argumento similar
se sigue para curvas &i', n > 4. Cabe mencionar, por ultimo, que la
parametrizacion de una curva no es unica, como se ilustrhejareplo 2 a
continuacion.

Ejemplos:

1. Identifica la curvar’ (t) = (t) i + y(t) ) enR?, con
o(t) =1+t
yt)y=2+t, tekR

Asignando diferentes valores al parametse obtiene la recta mostrada en la
figura.
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1.2 Curvas paramétricas. Vector tangente a una curva pareané

Efectivamente, al eliminar el parametren el sistema =1+1t¢,y =2 +t, se
obtiene la ecuacion cartesiana de esta curva, dada potda rec
y=x+ 1.
2. ldentifica la curvar’(s) = x(s) 7 + y(s) jenR?, con
z(s)=1—s
y(s)=2—s, seR.

Eliminando el parametreen el sistema(s) = 1 — s, y(s) = 2 — s, Se obtiene
la ecuacién cartesiana= x + 1, de modo que se trata de la misma curva que
en ejemplo 1.

3. Identifica la curvar’ (6) = z(0) i + y(0) jenR2, con
x(0) = rcosb
y(0) =rsend, 0<6<2m, r>0constante

Aqui no es facil eliminar el parametfomediante métodos algebraicos. En lugar
de esto, conviene utilizar identidades trigonométricadadsiguiente manera.

2 2
Tomando en cuenta ques® f + sen?d = 1, se tiene(f) + (y) =1.Asi, la

., . r \ T’ .
ecuacion cartesiana de la curva en este caso correspondiectderencia

2 2 2
24y =7,

como se muestra en la figura. Ahi se ilustra cdmo se van gat®las puntos
de esta curva a medida que va cambiando el pararfetro

¥

8 =n2
8 = mi4

(.,
N

4. Identifica la curvar’ () = z(0) i + y(A) j + 2(0) k enRR?3, con
x(0) = cos
y(0) = senb
2(0) =3, 0<0<2m.

Para la curvar’ (/) = cos0i + senfl j + 3k, 0 < 6 < 27, las primeras dos
componentes describen una circunferencia, mientras deeckra permanece
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constante (igual 8). Asi, la curva correspondiente es una circunferencia que
esta elevada 3 unidades en el eje vertical.

z

)

X

5. Identifica la curvar’ (§) = cos i + senf j+ 0 k enR3, con0 < 6 < co.

Para esta curva, las primeras dos componentes describamreunaerencia,
mientras que la tercera se incrementa continuamente dealareal. La curva
obtenida se conoce como hélice (espiral), como se ilustia fegura.

=4

6. Como una aplicacion a economia, considera el problemaagamnizacion de
la utilidad u (1, z2) correspondiente a una canagta, =») de dos bienes, con
precios fijosp; y p2. Si se dispone de un ingregpse tendra una restriccion
presupuestal dada pprx, + pexy = I. ESto nos lleva a un problema de
optimizacion restringida, de la forma

maximizar u(zy,xs)
sujeto a p1r1 + paxo = 1.

Como veremos en el capitulo 5, el optirfig, z3) de este problema ocurre en
el punto de tangencia de la recta presupuestal + p,zs = I con alguna
curva de indiferencia de la funcidn lo que se conoce como la condicién de
equimarginalidad.

A2

u(x1.x5) = coust.

pi1x tpaxg =1

(a0, x50

X1
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1.2 Curvas paramétricas. Vector tangente a una curva pareané

De esta manera, la canasta 6ptima depende del nivel dedngres decir,

(z1,23) = (21(1), z3(1)).
Aqui el ingresol es un parametro que al cambiar de valor hace que el punto
optimo (z3(1), x3(I)) se mueva a lo largo de distintas curvas de indiferencia. La
trayectoria que sigue la canasta 6ptima como funcion déhpeiro/ se conoce
comocurva de ingreso-consumo o senda de expansion del consumo

X2

curva de
IRgresa-coRsUD

(x700),x3(0)

X1

La curva de ingreso-consumo es la curva paraméfricaR — R? que para
cada valor del ingresb € R* le asigna una canasta optinrac R2, dada por

() =25 (1) i+ 23(1) 5.

Como una curva paramétricé(t) es funcion del parametro tiene sentido
preguntarse sobre su razén de cambio o derivadat, con respecto al parametro
t. Para ello, primero necesitariamos definir los conceptdrdie y continuidad,
cuya definicién formal omitiremos aqui.

Definicién. Sea7’ (t) una funcion vectorial, con” : S ¢ R — R". Laderivada
de 7' (t) con respecto aes la funcion vectorial 7 /dt dada por
d7r(t) i T(t+ At) — T (t)
— = l1m
dt At—0 At ’
cuando este limite existe.

Como se ilustra en la siguiente figura, de esta definicibnggeesjue el vector
d7T /dt es unvector tangenta la curvar’ (¢), para cada.

¥ ¥

A+ M) -7

Y

et M)
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Observa que el vector tangente’ /dt no necesariamente es perpendicular a la
curva7 (t) en cada valor del pardmetto

El célculo de la derivadd s’ /dt es muy sencillo. Por ejemplo, para una funcién
vectorial 7 (t) = f(t)i + g(t) j + h(t) k enR?, se tiene

dr(t)y . T+A)-T()
@ A, At
(f(t+At)i+g(t+At)j+h(t+At) k) < <f(t)i+g(t)j+ h(t) k)
= lim
At—0 At
o JEHAY = f@) . gAY —g(t) . h(t+ Al) —h(E)
N Al}flilo At v Al}flilo At ) Alilllo At
o dft) . dg@t) . dh() ;
= a e e b

siempre y cuanddg, g y h sean todas funciones diferenciables de

Teorema.Sea (t) = fi(t)er + fo(t)es + ... + f(t)&, una funcién vectorial
enR"”, con(fi, fo,..., fn) : R — R derivables y¢, . . . ¢,, |a base canonica eRr".
La derivadade 7 (t) con respecto aes la funcion vectorial 7 /dt dada por

dr(t)  dfi(t dfa(t) < dfn(t) ~
P _dh(t),  db(t) L dh)

€1

dt dt a2 T Ty o

Ejemplos:
1. Encuentra la derivada dé(t) = (te3"Y) i+ (tInt) ), t > 0,ent = 1.
Para cada > 0 la derivadad 7" () /dt es la funcion vectorial

A7 (t
:lt( 3 (1—3t)e 3¢ Vi (1+1nt) ).
Asi, ent = 1 se tiene
d7(t
—th( | R

t=1
2. Encuentra un vector tangente a la circunferenci{é) = cos 7 + senf jen el
punto correspondientefa= 0. llustra con una figura.

Por una parte, el punto correspondiente-a 0 es
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1.2 Curvas paramétricas. Vector tangente a una curva pareané

Por otra parte, la derivadér’ (/) /df es la funcion vectorial

47 (0)
do

= —senfl 1+ cosf ),

que erd = 0 es el vector

e

oo,

Por lo tanto, el vector tangente a la curva 6
77'(0) = 3, como se ilustra en la figura.

~— %)

en el punto7’(0) = 7 es

dFe)
ra

=0

v
bl
! Hoy  J9-0 %

Reglas de diferenciacion de curvas paramétricas

Seanu : R — R", v : R — R"ya : R — R funciones diferenciables de
Seark € Ry ¢ € R” constantes. Entonces se cumplen las siguientes prop&dade

—
dc —

1—-=0

4 d[kz(t)] . det)

3 d[?(t)d;r o)) _ dzt(t) N d?dt(t)

g, L0 0] [“(2?(’5)] ~ a(t) ﬁdt(t) + 0 5

. d[(t)- V()] _ 2. dv(t) N d (t) 20

dt dt dt

Como una consecuencia de la regla 5 se sigue qu&#i es una funcion
vectorial con norma constanté;” (¢)|| = ¢ (c constante), entonces

LT
dt
35

=0.
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Demostracion:

Sea’ (t) una funcién vectorial tal qug (¢)|| = ¢, conc un real no negativo.
Por lo tanto,

at
7). 0 ). T
oy A7)
27 (t) Yy 0
L v
MU

En otras palabras, si la trayectofia(t) tiene norma constante, el vector de
posicion es ortogonal al vector tangente” /dt, para cada.

Asi, por ejemplo, para el caso de una trayectoria circular
7 (t) = (cost) i+ (sent) 3,
que siempre presenta norma constante

|7 (#)]| = Vcos2 t + sen2t = 1,

se tiene

T(t) - = (cost i+ sent ))- (—sent i+ cost j)

= —sent cost + sent cost = 0.

)

di

i
/ )
KOJ |
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1.3 Rectas en el espacio. Segmento de recta

1.3 Rectas en el espacio. Segmento de recta

Estamos acostumbrados a escribir la ecuacion de la recta gemma + b,
dondem representa la pendiente o direccion de la redtay ordenada al origen.
Sin embargo, esta forma para la ecuacion de la rectaesdl@lida para rectas
en el plandR?. En el caso general de rectasgh su ecuacion ya no puede
expresarse en términos de una sola pendiente, sino queesariedomar en
cuenta la orientacion de la recta en relacion con cada unosdediferentes ejes
coordenados (cosenos directores). Una manera sencilt@rdducir la orientacion
es utilizando vectores, lo que nos llevara a una represéntparamétrica para la
recta, como se expone a continuacion.

Para encontrar la ecuacion de una rdcen el espacio gener®" basta con
proporcionar algiin punto conocid® de la recta y un vector’ que sea paralelo
al conjunto de punto® de la recta.

. _—
La rectal es el lugar geométrico de todos los punibenR” tales quel, P es
paralelo al vector de direccién € R”, es decir,

—
PP 7.
Esto que implica que ambos vectores son multiplos entreeshatlo que existe
algun escalat € R, tal que
é %
POP =tv.
Esta ultima ecuacion puede expresarse de manera altesriatnioduciendo un

origen de coordenada®, a partir del cual los puntag, y P estan localizados por
los vectores de posicion
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De esta manera, se tiene
PP =7 -7,
de modo que la ecuacion de la recta se convierte en

— — —
Tr— Tog=1v,

0, equivalentemente,

— — —
r=2Tg+1Tv.

Definicion. La ecuacion vectorial paramétrica de la reoé@R™ que contiene
al puntoz’, € R"y es paralela al vector no nulg € R” es

— — —
Tr = xg+tv,

dondew € R"yt € R.

La ecuacion vectorial paramétrica de una recta tambiénepesctibirse en
términos de sus componentes escalares. En el caso partleulaa recta eR3, si
T = ai + bj + ck denota el vector de direccion’o = i + yoj + 2ok €l punto
conocido yZ = zi + yj + zk el punto libre de la recta, la ecuacién vectorial
T =T, +tv seconvierte en

Ty j+zk = (xoi+yoJ+z0k)+t( ai+bi+ck) = (xo + at) i+(yo + bt) j+(z0 + ct) k.

Igualando término a término ambos lados de la ecuacién senebt tres
ecuaciones escalares, conocidas comedasciones paramétricate la recta.

Definicién. Lasecuaciones escalares paramétriadss la recta efiR® que

contiene al puntd®, (o, yo, 20) Y €s paralela al vector no nule = ai + bj + ck
son
T =x9+at, y=1yo+0bt, z=2z+ct, teR.

Similarmente, las ecuaciones escalares de una re®a son

x=x9+at, y =1+ bt, t eR.
Ejemplos:

1. Escribe la ecuacion vectorial paramétrica de la reci&’aque contiene al punto
Ty =1+ 2jyes paralela al vectotr’ = i + j. Luego escribe las ecuaciones
escalares paramétricas de esta recta.

La ecuacion vectorial €8’ = 7'+t v = (i +2j) +t (i + ), esto es
T =(0+2)+t(i+)), teR.
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Las ecuaciones escalares son

r=1+1t y=2+4t, teR.

Observa que ésta es la misma recta que la del ejemplo 1 declarséc2.

2. Halla las ecuaciones escalares paramétricas de la reRfacen la informacion
dada:

a) Contiene al punt®(1, —2,7) y es paralela al vector’ = 5i + 3j — k.

En este caso, se tiene simplemente

r=145t y=-2+4+3t 2=T7—t, t e R
b) Contiene al origen y es paralela al vecior= 4i — 3j.
Como el origen es el punto(0, 0, 0), por lo tanto las ecuaciones son

r=4t, y=-3t, 2=0, teR.
c) Contiene al punt@)(1, 2,3) y es paralela al ejg.
Podemos tomaw’ = j (o cualquier multiplo de éste), de modo que

r=1 y=2+1t, z=3, teR.
3. Encuentra las ecuaciones escalares paramétricas dedajue contiene los
puntosA(—2,1,4) y B(—1,0,3). Asimismo, proporciona algunos otros puntos
contenidos en esta recta.

Podemos tomar, por ejemple; = AB = i — j — k, y el punto conocido puede
ser tantoA como B. Asi, cualquiera de las siguientes respuestas es valida

r=-24t y=1—t, z2=4—t, teR,

r=—-14+t y=—-t, z=3—1t, teR.
Por otra parte, para obtener cualquiera de los puntos deeestabasta con
asignar valores arbitrarios al parametrdsi, por ejemplo, si en la primer
respuesta tomamas= 2 obtenemos el punt®; (0, —1, 2), o bien, si tomamos
t = —1 generamos el puntB,(—3,2,5), etc. Nota que el puntd se obtiene
cuanda = 0, y el puntoB, cuandot = 1.

4. Encuentra las ecuaciones escalares paramétricas aedaaegente a la curva
7 (o) = ai+a?jenR? o € R, en el punto com = 1.

Primero notamos que un punto conocidg de la recta tangente es,
precisamente, su punto de tangencia con la cufya) ena = 1, es decir,

To=T7(1)=(1,1).
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Por otra parte, sabemos que un vector tangente a la ctifvg es
d7 (a)/da = i + 2a ), para caday € R. Asi, la direccion©’ de la recta
tangente a la curva en= 1 puede tomarse como

v = d_géoo = (1,2).

a=1
Asi, las ecuaciones paramétricas de la recta tangent@aena = 1 son

r = 1+t
y = 1+2t, teR.
La siguiente figura muestra la curva(«) y su recta tangente ena. = 1. En

este ejemplo, la curva paramétrica es la parapolaz?, como se deduce a
partirder = ayy = o?.

¥ L
y =z A7 (et
7 a =1 da =1
il
o ’./ i x

. Encuentra las ecuaciones paramétricas de los ejes dieoagias eiR?.

Como lo muestra la figura, una posible representacién pareciaaciones
paramétricas de los ejes coordenados esta dada por:

i) Eje z: 0(0,0,0), =i

i) Eje y: 0(0,0,0), v

I
<>

I
>

iii) Eje 2: 0(0,0,0), ¥
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1.3 Rectas en el espacio. Segmento de recta

Por altimo, como sucede con cualquier representacion pria, las
ecuaciones paramétricas de la recta no admiten una Uniesegpacion. Esto se
debe a que cualquier punto de la recta puede seleccionamgest@unto conocido
Py, y que cualquier multiplo del vector de direccianes también paralelo a la
recta. Asi, por ejemplo, la recta representada por las emex

r=1+1
y=1-—1, t € R,

es la misma que la descrita por cualquiera de las siguieatesi®nes:

T=2+s T=u r=1-3w
y=-s, s€eR, y=2—u, u€R, y=14+3w, weR.

Una forma alternativa de la ecuacion de la recta, valida errgépara rectas
enR", es la llamaddorma simétricaque se discute a continuacién para el caso
de rectas eiR3. Para obtener la forma simétrica de la ecuacién de la recta, se
despeja el paramettaen cada una de las tres ecuaciones x, + at, y = o + bt,

z = 29 + ct, es decir,
r— T — Z — Z
b= 0’ = Y—"Y b= 0’
a b c
y luego se igualan entre si (claro esté, suponiendagé®, b # 0y ¢ # 0), como
se define a continuacion.

Definicién. Laforma simétrica de la ecuacion de la recta Bh que contiene
al puntoPy(x, 1o, 20) y €S paralela al vector’ = ai + bj + ck,cona#£0,b£0y
c#0,es

T—To Y—Y _ 22— %0
a b ¢
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Por ejemplo, la forma simétrica de las ecuaciones

r=1+3t, y=4t, 2=-5-2t, teR,

esta dada por
r—1 'y 245
- 3 4 =2 :
Nota que esta Ultima no es una ecuacion, sino mas bien soecuasiones, a
saber,

r—1 'y 'y z+5 r—1 245

3 41 4 2 Y T3 T

Cuando alguna de las componentes del veotas igual a cero, es posible ain
contar con una forma simétrica para la ecuacion de la rectaspmndiente, de la
siguiente manera:

caso: forma simétrica:
Y—Y 2 — 20

a=0 = , T = X
c
r — Ig zZ— 20
b:o — ”y:yo
a c
T = o Y — Yo
c=0 = , 2= 2y
a b

Vale la pena sefialar que en el caso particular de rect&s$ kncorrespondiente
forma simétrica,

T—% _ Y~ Y%
- a b’
puede reescribirse como
b
yza@—xw+m,
que es precisamente la ecuacion punto-pendiente de laneetab/a), con la que

seguramente estas familiarizado. No olvides, sin embaxgoeste resultado solo
es valido para rectas @&¥. Asi, por ejemplo, para la recta

r = 143t
y = —2-5t teR,
cuya ecuacion en su forma simétrica es

r—1 y+2

3 =5’
se obtiene la ecuacion cartesiana

_ 5.1
y=73% 73
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Segmento de recta

Hemos visto ya que las ecuaciones paramétricas de una reetaespacio
contienen un parametro librec R. Cada vez quétoma un valor diferente en los
reales, se genera un nuevo punto a lo largo de la recta infgiitambargo, si en
lugar de tener la condicione R, el parametra se limitara a tomar valores dentro
de un intervald; <t < t; en los reales, entonces éste ya no generaria todos los
puntos de la recta infinita, sino tan s6lo un segmento de ta.rec

Definicion. Dada la rectd, enR™ que contiene al punta’, € R” y es paralela
al vector no nulov” € R™, la ecuacion

T =To+tv, t<t<t,,

cont, y t, fijos, determina usegmento de la recta.

Ejemplo:

Halla la ecuacion del segmento de la recta que une los pitite8, 2, —3) y
Q(1,—1,4).
Lo mas sencillo es definir el vector de direcciohcomo
— =4 " N 2
v = PQ =41—3)+ Tk.
De esta manera, el segmento de recta que ung & queda descrito por
r=-3+4+4t, y=2-3t, z2=-3+Tt, 0<t<1.

En efecto, cuandb= 0 se obtiene el punt®, cuanda: = 1 se obtiene el punt@
y paral < t < 1 se generan todos los puntos intermedios eRtye().

1.4 Planos e hiperplanos

Se trata de encontrar la ecuacion del planen el espaci®?® que contiene a un
punto conocidd?, y es perpendicular a un vector normal no nuit, En ese caso,
7 es el conjunto de puntds para los cuales se cumple que

PP L 7.

43

D.R.© 2015, Lorena Zogaib



Capitulo 1 El Espaci®”

En otras palabras, .

1

e

Py

Introduciendo un origen de coordenadasse puede definir los vectoras = OP

— - j— — — , Y . .
y 79 = OF,, de modo qué’, P = «° — ¥'¢. Asi, la condicién anterior se convierte
en

n .

Definicion. La ecuacion del plan@ue contiene al punta’, € R3 y es
perpendicular al vector no nule’ € R? es

B € 4

Laforman - (z° — 7o) = 0 para la ecuacion del plano puede reescribirse en
términos mas simples si se conocen Ias componentes de tosesg y ='. En
efecto, si se sabe qU€ = ai+bj+ ck, To = zoi +yoj+ 20k Y T = zi+yj+ 2k,
entonces A

? = ?0 = ($ —l’o)i‘l' (y - yo)j—i— (Z — Zo)k‘
De esta manera, la ecuacién del plano esta dada por

w- (T -7y = (ai+bj+cl%)~((:c—:co)i+(y—yo)j+(z—zo)l%)
= a(z — o) +b(y — yo) + c¢(z — z9) = 0.

Definicion. La ecuacion cartesiana del planen R? que contiene al punto
Py(g, 0, 20) Y €S perpendicular al vector no nulo = ai + bj + ck es

a(x — x0) + b(y — yo) + c(z — 29) = 0.
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Por ejemplo, la ecuacion del plano que contiene al p#ito 0, —3) y es
perpendicular al vector’ = 5i + j — 2k se obtiene de

®)(z—1) + 1)y —0) + (=2)(z — (=3)) = 0.
Llevando a cabo las operaciones algebraicas correspaesliersta ecuacion se

reduce a
Sr+y—2z=11.

De acuerdo con el resultado anterior, la ecuacion de un @aiis siempre
puede llevarse a la forma general

ar + by + cz =d,

dondeu, by ¢ son las componentes del vector normal al planb=yax,+ by + czo
es una constante.

Ejemplos:
1. Proporciona tres puntos contenidos en el plang 2y + 4z = 12 enR3.

Los puntos se obtienen simplemente al encontrar tres wiorey = que
satisfagan la ecuaci®x + 2y + 42 = 12. Por ejemplo, estan los puntos
P1(2a 3a 0)1 PZ(Oa Oa 3) y P3(07 _2> 4)

2. Encuentra la ecuacion cartesiana del plano que contilrsepaintosA(1, 1, 1),
B(2,1,3)y C(3,2,1).
El vector normaln” es perpendicular a cualesquiera dos vectores no paratelos e

el plano. Por ejemplo, si se consideran los vectarBs= i+ 2k y AC = 2+,
y se definen’ = i + yj + zk, se tiene

AB -7 = (1,0,2) - (z,y,2) =0
—
AC -7 =(2,1,0) - (z,y,2) =0

es decir, 7
r+22=0 v
20 +y = 0.
4 *p

Tomando, por ejempla, = 1, obtenemos
r=-2,y=4,z=1.

De esta manera,
n = —2i+4j + k, 0 algtin mdltiplo de éste.
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El punto conociddPy (o, yo, 20) puede ser cualquiera de los tres puntos dados.
Por ejemplo, si se considera el pumM@l, 1,1) se llega a que la ecuacion
cartesiana del plano es

(=2)@-1D+ @ -1+ 1)(z-1) =0,

o bien,

—2rx+4y+z2=3.
Nota que el resultado es independiente de la seleccidén dab,pusi tomaste
cualquier otro multiplo del vector normai .

. Encuentra la ecuacion cartesiana del plano que contignem® Fy(2,3,1) y a
larectal: t=1+t, y=1—t, z=1t, teR.

Primero notamos que el puni®(2, 3, 1) no esta contenido en la recta. Si lo
estuviera, existiria una infinidad de planos que la contandEl vector normal

7 al plano es un vector perpendicular a cualesquiera dosrescto, y v,

en el plano. Asi, por ejemplo, podemos escoger= 1?3 =—71-2/—ky

Ty =i — j+ k (vector de direccién de la recta), como se muestra en la figura
Definiendon = i + yj + =k, se tiene

Viem = (-1,-2,—-1) - (z,y,2) =0
Vo =(1,-1,1) (z,y,2) =0

es decir, z
—r—2y—2=0
x—y—i—Z:O. V1 /;:»

P-%-

o £

=]

Tomando, por ejempla; = 1, obtenemos
r=—-1ly=0,z=1.

De esta manera,
n = —i + k, 0 algn mdltiplo de éste.

Por tanto, la ecuacion cartesiana del plano es
(D@ -1+ 0)(y—1)+1)(z—0) =0,

o bien,
r—z=1.

. Encuentra la ecuacion cartesiana del plano que contignm® P(1,2,3) y es
paralelo al plandz — 3y + 2z = 11.

Como lo muestra la figura, si un plang, con vector normalz 1, es paralelo
a otro planor,, con vector normal?’», entonces los vectorés; y n, son
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también paralelosntre si.

1 o

De este modo, el vector normal al plano que buscamos puede escogerse
simplemente coma?” = 5i — 3j + 2k, que es el vector normal al plano
5x — 3y + 2z = 11. Asi, la ecuacion del plano es

Gz -1)+(=3)(y=2)+ (2)(z = 3) =0,
o bien,
dr — 3y + 2z =5.
5. Encuentra la ecuacion cartesiana del plano que contignmen P(1,1,1) y es

normal a la recta
r—1

z
Como lo muestra la figura, si un planccon vector normaly” es perpendicular
a una recta, con vector de direccion’, entonces los vectorég y v son

paralelosentre si.
d;’
- 5
iy
V

De este modo, el vector normal al plano que buscamos puede escogerse

simplemente como? = 2i + j — 2k, que es el vector de direccion de la recta

r—1
2

=y+1=-— g Asi, la ecuacion del plano es

@z-1)+1)(y-1)+(=2)(z-1) =0,

o bien,
2v+y—2z=1.

6. Un lindo ejemplo de planos en economia es el de una raétripcesupuestal,
de la forma

P1q1 + DP2g2 +p3g3 = I, (p1, p2,ps, I constantes
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gue representa un plano en el espacio de cantidages, con vector normal
dado por el vector de precigs = (p1, p2, p3).

43

41

7. Otro ejemplo bonito es el de la ecuacién de costo lineal

C=wL+rK,

para cada nivel de trabajoy de capital/, con precios unitarios dados por el
salariow Yy la tasa de interés, respectivamente. Nota que la ecuacion para el
costo presenta la forma

wL+rK —C =0,
que representa un plano en el espdcioC’, con vector normak’ = (w,r, —1).

Por lo general, la gréfica de un plano de la forma+ by + cz = d enR?
se construye a partir de las intersecciones de éste core®s@prdenados. Por
ejemplo, la siguiente figura muestra la grafica del plane- 2y + 4z = 12.

z

I+ Zy+dz =12

X
Una grafica como la anterior presupone que los coeficientes y d en la
ecuaciérmz + by + cz = d son todos diferentes de cero. A continuacion se muestra
la grafica de algunos casos especiales, en donde uno o vatios coeficientes
a,b 0 c pueda ser igual a cero.
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c=0 = ar+by=d
(z libre)

ax+ez=4d

b=0 = ar+tcz=d
(y libre)

a=0 = bytcz=d
(x libre)

a=b=0 = cz=d
(z,y libres)

a=c=0 = by=d
(z, z libres)
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b=c=0 = ar=d X
(y, z libres) /
i
Ejemplos:
1. Dibuja los siguientes planos &:
a)2x+3y =6
P)r+2z=1
C)z=4
d)y =

50

D.R.© 2015, Lorena Zogaib



1.4 Planos e hiperplanos

2. Encuentra las ecuaciones de los planos coordenad®s en

En cada caso, podemos tomar como punto conocido el obigef, 0), y como
vector normal alguno de los vectores base, obteniendo

vector normal ecuacion del plano:
planoxy | 7 =k z2=0
planoyz | 7 =1 x=0
planozz | 7 =) y=0

Ecuacioén vectorial paramétrica del plano

Ademas de la representacion cartesiana que ya vimos, laiéoudel

plano también admite una representacion paramétrica, rgsemtaremos muy
brevemente.

Definicién. La ecuacion vectorial paramétrica del plamue contiene al punto
7y alos vectores no nulog y ©’ que no son paralelos es

— — — —
r=xo+tu +sv,

dondes, t € (—o0, 00).
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Para pasar de la ecuacion cartesiana del plano a su ecuac&nédtrica, se
parametrizan dos de las tres variables; o z, como se muestra a continuacion.

Ejemplo:

Encuentra la ecuacién paramétrica del plang2y — » = 3 enR3.
Simplemente podemos proponer la parametrizagiént y z = s, de modo que

r=3—-2t+s
y=t
z =35, t,s € R.

Estas ecuaciones pueden expresarse en forma vectorial como

T 3 —2 1
y |=10 |+t 1 +s| 0 |, t,s e R,
z 0 0 1

que esdelaforma = To+tuw +50,CONTo =30, @ = —2i+jy v =i+k
Es facil demostrar que los vector@sy v son perpendiculares al vector normal
n =i+ 27— kdel planoz + 2y — z = 3.

Hiperplanos

Laforman - (@ — 7'y) = 0 para la ecuacion del plano no se limita al espacio
tridimensionalR?, sino que es valida para espaci®é de dimensién mayor
(m > 3). En este caso, al plano se le denontizerplana

Definicion. La ecuacion del hiperpangue contiene al punta’, € R™ vy es
perpendicular al vector no nul@ € R™ es

T (T = o) = 0.

En particular, siPy(2?,23,...,2°)y 7 = (a1,as,...,ay), la ecuacion
cartesiana del hiperplano es

ar(zy — 29) + ag(zg — 29) + -+ + ap(z, — 20,) = 0.
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Ejemplos:

1. La ecuacion del hiperplano &t que contiene al punt&y(1, —2,0,3) y es
normal al vectorn’ = (5,2, 3, —1) esta dada por
5(x1 — 1) 4+ 2(z2 — (=2)) + 3(x3 — 0) — (x4 — 3) =0,
es decir,
5$1 + 21’2 + 31’3 — Ty4 = —2.
2. Un ejemplo en economia esta dado por el hiperplano prestaiy

P11+ PaTa + -+ ppy, = 1,
o bien
— —
p T = IJ
cuyo vector normal es el vector de precigs = (p1,ps, . . ., Pn)-

1.5 Conjuntos abiertos, cerrados, acotados, compactos,s@xos

Aqui presentaremos algunas nociones basicas de topolmgiesarias para
comprender el significado de los teoremas y conceptos gqeenesrmas adelante
en el curso, particularmente en el tema de optimizacion deidues en varias
variables.

Definicién. Dado un puntoz’, € R” y un nimero reab > 0 la vecindad
Vs(@¢) con centro enz’y y radio§ es el conjunto de todos los puntas ¢ R
cuya distancia &', es menor qué, es decir,

V(o) ={ T €R" | |7 — Tol| <3 }.

Ejemplos:

1. Una vecindad efR es el conjuntd/s(zo) = {x € R | | x — x¢| < I }, que
representa un intervalo abierto en los reales, con ragicentro en.

| x — o] <6
& &
Lm0 <T—29<0
, o x
Sxg—0<xT <O+ Xg—0 *0 Xpteo
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2. Una vecindad elR? es el conjuntd/;(@ o) = { @ € R? | ||7 — Z0o|| <0 },
que representa los puntos dentro de un circulo de fagicentro enz’,.

||? — ?QH ) fr((’ % \\\

Vo T ! - i

\/(x—sco)2—|—(y—yo)2 <0 - ! ;
(z — x0)2 +(y — y0>2 < 52 ;

3. Una vecindad eR? es el conjuntd/;(7'o) = { 7 e R3 | ||7 = Zol| <0 },
que representa los puntos dentro de una esfera dedgdientro enz’.

|7 — Toll <6 f
(@ =202+ (=) + (2 —2)2 < §
(z—20)%+ (Y — ) + (2 — 20) < 6

Con base en los ejemplos anteriores, es claro por qué a uinaadtcambién se
le llamabola abierta

Definicién. SeaAd ¢ R*y seaz, € R™ . Decimos que:

a) 7'y es unpunto interiorde A si existe un nimeré > 0 tal que la vecindad
V5(@ ) esta totalmente contenida n

b) 7’y es unpunto exteriorde A si existe un nimeré > 0 tal que la vecindad
V5(Z¢) no contiene puntos dé.

c) 7'y es unpunto fronterade A si para todo nimeré > 0 la vecindadis (7o)
contiene puntos dd y puntos fuera del. Los puntos frontera dd pueden, o no,
pertenecer al.

54

D.R.© 2015, Lorena Zogaib



1.5 Conjuntos abiertos, cerrados, acotados, compactogexas

Por ejemplo, s = {(z,y) € R?| 22 + 3> <1 }, entonces el conjunto de
puntos interiores (P1), puntos exteriores (PE) y puntosténa (PF) ded son los
conjuntos:

; “rE
PI={(z,y) eR*|a?+y* <1}

PE={(z,y) eR2| 22+ 42> 1} -
PF={(z,y) eR*|2?+y* =1} kj" &

Nota que los conjunto®!, PE y PF anteriores se mantienen igual si en lugar
de A se considera el conjunt® = {(z,y) e R* | 22 + 2 <1 }.

v
:o\.
I "PE
oo ‘“.__\
¥ Y
£ G oy
£ e
i e 3
[ PI
i 1] x
l\ B J’I
N 4
\\\ f
SEiEET PR

Ejemplos:

1. A=R2 ={(z,y) e R*|2>0yy >0 }.

¥
PF ¥,

PI

PF
PE
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2. A=R3, ={(z,y) eR*|z>0yy >0}

1
E A
PF o
: Cpr
T[ PF *
o
3. A={(z,y) eR?*| 2y =0 }.
. No hay puntos interiores en A.
1 Todos sus puntos son fronrera !
PF 4
A
A 0 E;;;_ x
g
4. A={(z,y) eR*|1<z<byl<y<3}
v
ok o *
s-pr 1 TE
4 I‘:l::’
I i “'} ] PF
= PR :
0 1 ¥ %
56

D.R.© 2015, Lorena Zogaib



1.5 Conjuntos abiertos, cerrados, acotados, compactogexas

5 A={(z,y) eR?| 2?2 +y*>>1 }.

¥
-, ol R _PI
a7 Ce
e i
[PE_| PE:
1 0 b 5
\\\ /),
A4
6. A={zeR |a<z<Db}.
PF PI PF PE
O  J
a 4 b x
7. A={(r,y) eR? la<x<b }.
v
I
I A ~
A S PE
| I o/} \_h,”
l PI o
[ 1 ¢ | PF
| i
0 ] b x
|
I
|
8. A={(z,y) eR* |la<az<b,y=0}.
v No hay puntos interiores en A.
I’_;x} PE i Todos sus puntos son frontera !
FF PFE EF
a i?z} \_h,} 4 f__.z} x
a b
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Capitulo 1 El Espaci®”

Definicién. SeaA C R". Se dice qued es unconjunto abiertosi A esté
formado exclusivamente por puntos interiores, es degiaisi todoz’” € A existe
V5(7) tal queV (@) C A.

En otras palabras, se dice gdess un conjunto abierto cuando ninguh®sus
puntos frontera perteneceda

Ejemplos:

1. A={x € R |1 <z <2 }esabierto: sus puntos fronterasor- 1y x = 2,y
ninguno de estos pertenecela

g
L
e

2. A= {(x,y) €R? |1 < <2} es abierto: sus puntos frontera son todos
aguellos sobre las rectas= 1y = = 2, y ninguno de estos pertenecela

v

3. A={(z,y) eR? |1 <z <2, y=0 } noes abierto: todos los puntos de
son puntos frontera.

el =)
b Q)
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1.5 Conjuntos abiertos, cerrados, acotados, compactogexas

4. A={(z,y) e R?*| 22 +y* <1 } U{(2,2)} no es abiertoA contiene un punto
frontera, que es el punt@, 2).

i
24 .
] /_C
r(’ \\\
U, :

Teorema.a) La union de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.ab) L
interseccion finitale conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

En relacion con el inciso b) de este ultimo teorema es imptatantender por
qué se requiere que la interseccion sea finita, y no infindieg parantizar que el
conjunto resultante de la unién sea un conjunto abiert@ €l&, considera como
ejemplo el conjunto de intervalds definidos por

11
In = <__7 _) )
n n
para todon € N. Es claro que cada, es un conjunto abierisin embargo la
interseccion de todos los conjunthses el conjunto
Nl,=hLnlhn---NI,={0},

neN

gue no es un conjunto abierto (el Unico elemento del congs® que es un punto
frontera).

Definicion. SeaAd c R”". Se dice qued es unconjunto cerradasi para todo
punto que no perteneceAes posible encontrar una vecindad que no contenga
puntos deA.

et e La frontera de B no pertensce a B,
] 2 oy perc su vecindad s contiens puntos
» Y :
:
SR \ de B
1
)
I
i i
. .
k! &
. s
" »
A sz cerrado B no ez cervado
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Capitulo 1 El Espaci®”

Teorema. Un conjunto es cerrado si y soélo si contiene a toslos puntos
frontera.

Ejemplos:

1. A={z R |1<z <2 }escerrado: sus puntos fronterasoa 1y = = 2,
y ambos pertenecen

A

i ) x

2. A={(z,y) eR? |(x — 2)* + (y — 2)> < 1 } es cerrado: sus puntos frontera
son todos los puntos de la circunferencia, que perteneden a

v

1@

S x

3. A={(z,y) e R? |(x — 2)* + (y — 2)* = 1 } es cerrado: todos sus puntos son
frontera.

v

4
i Q

: x

4. A= {(z,y) e R?| 22 +1?> <1 } U{(2,2)} es cerradoA contiene toda su
frontera, que consiste en los puntos de la circunferenamo jcon el punto
(2,2).

¥

73 X

4
4
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1.5 Conjuntos abiertos, cerrados, acotados, compactogexas

5. A=R? = {(z,y) € R*| 2,y > 0 } es cerradoA contiene a toda su frontera,
gue son los ejes coordenados, en su parte no negativa.

¥

6. A={z €R|x > 2 } escerradoA contiene a toda su frontera, que es el punto
T =2.

oy
M

No necesariamente un conjunto debe ser abierto o cerrad®. Ex
ten conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados, como essel da
A = {(z,y) eR*|1<z<b5Yy 1<y<3}, yaque éste contiene al-
gunos de sus puntos frontera (de modo que no es abierto)npéos contiene a
todos ellos (de modo que no es cerrado).

Teorema.Un conjunto es cerrado si y sélo si su complemento es abierto.

A partir de este teorema se puede demostrar que existen @ado(g@os)
conjuntos que son abiertos y cerrados a la vez, que son elrto™ y el conjunto
vacio,o. Para ello, nota primero qUR" es el complemento de, y viceversa. El
argumento es el siguiente. Por una pdReges abierto, ya que no contiene puntos
frontera. En consecuencia, es cerrado. Por otra parte,es abierto, ya que no
contiene puntos frontera (de hecho, no contiene ningUropuBh consecuencia,
R"™ es cerrado.
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Capitulo 1 El Espaci®”

Teorema. a) La interseccion de conjuntos cerrados es un conjuntadrr
b) La unidn finitade conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

De acuerdo con el inciso b) de este teorema, sélo se puedgasgge la union
de cerrados es un conjunto cerrado cuando el nUmero de esijosios es finito.
El siguiente ejemplo ilustra cémo la union infinita de comguoerrados puede
resultar en un conjunto abierto. Considera el conjunto tvalos/, definidos
por

In = [_nv n]a
para todon € N. Es claro que cadg, es un conjunto cerrado. La union de todos
ellos es el conjunto
neN

gue es un conjunto abierto (el conjunto de los reales noamapuntos frontera).

Definicién. Un conjuntoA C R™ es unconjunto acotadai existe una vecindad
con centro en el origen que contiene totalmentg as decir, si existé > 0 tal que
A C V(0).

En otras palabras, un conjunto es acotado si no contienegartitrariamente
alejados del origen.

Ejemplos:

1. A={(x,y) eR? |1 <z <2, 1<y<2 }esacotado: cualquier vecindad
V;5(0) de radiod > /8 contiene totalmente los puntos de
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1.5 Conjuntos abiertos, cerrados, acotados, compactogexas

2. A={z e R |1 <z <2 }esacotado: cualquier vecindég(0) de radioj > 2
contiene totalmente los puntos de

3.A=R: ={(z,y) e R*| 2 >0, y > 0 } no es un conjunto acotado, pero si es

cerrado.
»

Los ejemplos anteriores muestran que un conjunto puede, $enacotado,
independientemente de si es abierto, cerrado o ningundak es

Definicion. Un conjuntoA C R™ es unconjunto compactgi A es cerrado y
acotado.

Ejemplos:
1. A={z €R |1 < x <2 }escompacto, ya que es cerrado y acotado.

4
® ®
i z

2. A={reR | 1<z <2 }noescompacto, yaque es acotado, pero no cerrado.

A

v}
o i
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Capitulo 1 El Espaci®”

3 A={(z,y) eR?* |1 <z <2,1<y<2 }escompacto, yaque es cerrado y
acotado.

¥

2

a F) 2 x

4. A= {(z,y) e R* | 1 <z <2 } no es compacto, ya que es cerrado, pero no
acotado (la variablg es libre).

Definicion. Un conjuntoA C R™ es unconjunto convexsi para cualquier par
de puntosz’;, 7', € A el segmento de recta que los une también estd, ers

decir, si
t2 4+ (1 —8)75 € A,

paratodd) <t < 1.

—

A ez convera B no es converxo

En esta definicion, nota que la expresion
tT 1+ (1 =)y =T+ (71 — 7o),
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1.5 Conjuntos abiertos, cerrados, acotados, compactogexas

conocida coma@ombinacidn convexas la ecuacion paramétrica de la recta que
contiene al puntar’, y esta en la direccioir’; — 2'»; al limitar el dominio det,
entre0 y 1, se obtiene el segmento de recta entre los puntpg 7’s.

Ejemplos:
1. A={zeR |1 <z <2} esconvexo.

A
& &
! bri %

2. A={zeR |1 <z <2} esconvexo.

A

~ g

&
2

BA={reR |1<2z<2 }U{zreR |3 <z <4 }noes convexo.

A 4

4. A= {(z,y) € R?| z+y =1} es convexo.

¥
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Capitulo 1 El Espaci®”

5 A={(x,y) € R?| z°+y* < 1} es convexo.

¥

Ak
w

6. A= {(z,y) € R?| 2°+y* = 1} no es convexo.

v

i

AR
LA T

Los conjuntos convexos son muy importantes en economiaejmplo,
similarmente al ejemplo 4, tenemos que las canastas,) en R% que
satisfacen una restriccion presupuestal de la fofrma p,z; + pxo, CON
I,p1 Yy po fijos, forman un conjunto convexo. Como un segundo ejemplo
podemos considerar las preferencias de un consumidors gedael conjunto
P = {(z1,33) € R% | u((x1,22)) > uo } de las canastag, ;) que dan
una utilidadu mayor o igual a un valot,. Si suponemos qu€ es convexo
7, 7' € P, entonces cualquier canasta intermedia= t 7’ + (1 — t) 7",
<t < 1, también daré una utilidad mayor o igual@

A2

ulxy. %2 2 g

i

Z=iT+({1-0%"

u(
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1.5 Conjuntos abiertos, cerrados, acotados, compactogexas

En los siguientes ejemplos se presenta como demostrarlfoemte que un
conjunto es convexo.

Ejemplos:

1. Demuestra que el conjuntb= { (z,y) € R? |z +y =1 } es convexo.
Sean?l = ($1,y1), ?2 = (l’g,yg) € A. Por lo tanto,

r1t+y =1y x2+y=1
Sea? =tz + (1 —1)7y, con0 <t < 1, de modo que

7 = t(xr, ) + (1 — 1) (22, 92)
= (twy + (1 — t)xo, ty1 + (1 — t)yo)
= (21722).
Asi,
21+ 20 =txy + (1 —za+tys + (1 — t)ye
= t(@1 +y1) + (1 = )(w2 + v2)
=t(1)+(1-t)(1) =1,
de donde concluimos qué& = (z;,2;) € A. Por lo tanto,A es convexo.

ek

z

2. Demuestra que el conjuntb= { (z,y) € R? | a < x < b } es convexo.
Sean?l = (xl,yl), ?2 = (l’g,yg) € A. Por lo tanto,
a<xr1<bya<xz<h

Sea?z =tz + (1 —1)7y con0 <t < 1, de modo que

7 =tz y1) + (1 —t)(22, 2)
= (tzy + (1 —t)zg, tyy + (1 —t)y2)
= (21722).

Comot >0y 1—t >0, porlo tanto
ta<tr; <tby (1—t)a<(1—1t)xy < (1—1t)b.
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Sumando ambas expresiones tenemos
ta+(1—t)a <ty + (1 —t)zy <tb+ (1 —1)b,
es decir,
a§t$1+(1—t)l'2 Sb,
y, por lo tanto,
a <z <b.
Asi, 2 = (21, 2) € A, de modo quel es convexo.

v

Teorema.La interseccion de conjuntos convexos es un conjunto canvex
Demostracion:

SeanA y B dos conjuntos convexos. 3iN B = @, entoncesAd N B es

convexo (el vacio es un conjunto convexo). Supongamosiques # @ y sean
—

7,€ 7'ANB.Porlotanto,2’, 7' € Ay 7,2’ € B.Seaz =t7 +(1—t)7",
con0 <t < 1. ComoA es convexo yz , 7/ € A, por lo tanto
Z=tr+(1-t)7" € A
ComoB es convexo yr', 7' € B, por lo tantoz’’
Z=tx +(1-t)7" €B.
Por lo tanto,
Z € ANB,
de modo quel N B es convexo.

Por ultimo, es importante sefialar que la unién de conjurdngexos no es un
conjunto convexo, en general.
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Capitulo 2

Funciones de varias variables

En este capitulo extenderemos la definicion de funcion a dasvarias
variables, presentando diversos conceptos relaciontaes,como el de
conjuntos de nivel de la funcién. Posteriormente, presemtas algunas
superficies cuadraticas de interés. Concluiremos estimlias conceptos de
limite y continuidad.

2.1 Dominio e imagen. Representacion geométrica

Definicidén. SeaS c R". Unafuncién real o campo escalarf : S — R,
es una regla de correspondencia que a cada elerfento, ..., x,) € S
le asigna un Unico numero = f(xzy,xs,...,2,) € R. El conjuntoS es el
dominiodef y R es elcontradominiodef.

Enlaexpresiomw = f(z1,,...,2,), l0s elementoéey, xs,...,2,) €S
son lasvariables independienteg w € R es lavariable dependienteAsi,
por ejemplo, para la funciéfi : R* — R, definida porf(x,y) = x> + y?,
las variables independientes son todas las pafejag € R? y la variable
dependiente es € R, que depende de las anteriores a través der? + y2.

Cuando el dominio de una funcigf{zy, zs, . .., z,) NO se especifica
a priori, debe entenderse como tal al conjunto mas grandé&edertos
(21,9, ..., 2,) € R” paralos que toma valores e (por ejemplo, que no
se divida por cero 0 se extraiga la raiz cuadrada de un nuregedivo). A
este conjunto se le conoce comaleminio naturalD de f, dado por

Df = { (xl,xg,...,xn) e R" | f(xl,:vg,...,xn) eR }
Por otra parte, lamageno rango; de la funcionf es el conjunto de valores

w en el contradominidR, obtenidos al aplicar la reglaa los elementos de
Dy, es decir,

It ={weR|w= f(z1,22,...,x,), paratodd(z, zs,...,z,) € Dy }.
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Capitulo 2 Funciones de varias variables
Ejemplos:

una funcién eR3. El dominio natural

1-Seaz::f@ayhconf@ay)zZﬁ_%yz
Dy se obtiene al pedir que el denominador sea diferente decéroy? +# 0).
Asi,

Dy ={(z,y) eR* | 2* +y* #0 } = R*\{(0,0)}.
Como f solo puede tomar valores positivos, entonces su imdges el
conjunto

I;r={zeR|2>0}=R".
1 .,
2. Seaz = f(x,y), con f(x,y) = ———=—— una funcién erR3. Para
9 — 22 — g2
encontratD ; pedimos que el denominador sea diferente de era:*—y?* # 0)
y el radicando sea no negatif®— 2> — y? > 0), es decir9 — 2> — y* > 0. Asi,
Dy={(z,y) eR*|2®+1y* <9 }.

Como f soélo puede tomar valores negativos y no mayores-€e, entonces
su imagen/; es el conjunto

Ir={zeR|2<-1/3}.
3. Sea = f(z,y), conf(z,y) = In(x + y) una funcién erR?*. En este caso,

Dy = {(z,9) eR’ |z +y>0}
I; = {zeR}=R.

1 .
4. Seaw = f(z,y,2), conf(z,y,z) = T2 Una funcion erR?. En este caso,
Y
Df = {(z,9,2)eR’[y#0,2>0}
I; = {weR}=R.

5. Seaw = f(x,y,2), conf(x,y,z) =1— /1 — 22 — 42 una funcién eR*. En
este caso,

Dy = {(x,y,z)€R3}x2+y2§1}
Iy = {weR |0<w<1}.

En economia hay varios ejemplos de funciones, como las gpesentan a

continuacion.
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2.1 Dominio e imagen. Representacion geométrica

1. Las funciones de produccién Cobb-Douglgs,R? — R, dadas por
P(L,K) = AL*K*™*,
en dondeP denota la produccion, el trabajo yK el capital, y donded > 0y
0 < a < 1 son constantes.
2. Una funcién de costo lineal; : R? — R, dada por
C(L,K) = wL + 1K,
dondeC denota el costal, el trabajo yK el capital, y dondev > 0y r > 0
denotan el salario y la tasa de interés, respectivamente.
3. Las funciones de utilidad, : R", , — R, dadas por

w(ry, oy . .., T,) = aplnzy +aglnzs + -+ + o, Inx,
= In(zf' -2 ... 20,

en donde, denota la utilidad para una canaéta, z», . . ., z,,) den bienes, con
z; > 0,y donde cada; es constante, cdh< a; < lya; +as+...+a, = 1.

Geométricamente, la funcigh : S € R™ — R representa un objeto en
R"™. Sin = 1, la ecuaciory = f(x) representa unaurvaenR? Sin = 2,
la ecuacion: = f(z,y) representa unsuperficieenR3. Sin > 3, la ecuacién
w = f(z1, 79, ..., 1, representa unhipersuperficieen R" ! (sin representacion
gréfica).

Ejemplos:
1. La ecuaciorez + 3y + 6z = 12 puede pensarse como una funcion lineal
1 1 -
f:R? - R, dada por = f(z,y) = 2 — -z — —y, cuya grafica corresponde a

3 2
un plano erik3.

Dy = {(z,y) eR?} =R
If = {zeR}=R,
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Capitulo 2 Funciones de varias variables

2. La ecuacion? + y? + 22 = 4, conz > 0, puede pensarse como una funcién
f: Dy C R? — R, dada por: = f(z,y) = /4 — 22 — y2, cuya gréfica
corresponde a la parte superior de una esfei@&’en

Dy = {(x,y)€R2 }932+y2§4 }
Iy = {zeR|0<2<2}.

2.2 Conjuntos de nivel

Definicion. Un conjunto de nivetle una hipersuperficie = f(x1,z,...,z,) en
R™*! es el conjunto de puntds:, zs, ..., z,) € D; tales quew toma un valor
constanter, es decir,

f(l’l,l‘z, 500 ,I‘n) = C.
En particular, sh = 2 el conjunto es unaurva de nivey sin = 3 es unasuperficie
de nivel

Los conjuntos de nivel pertenecen al mismo espacio que einitoiche la
funcion. Asi, sif esta erR""!, sus conjuntos de nivel estan Bn.

z funcicn en B3 v

(superficis) fxy)=c

curvas de wivel en B2
feurvas)
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Ejemplos:

1. Identifica los conjuntos de nivel de la funcién= f(z,y),conf : R? - R
definida por f(z,y) = 2%+ y?. (Cudl de estos contiene al puiitp-3, 4)?
Como veremos en la seccion 2.3, la superficie 22 4 3> es un paraboloide en
R3, seguin se ilustra en la figura de la izquierda. En la figura deractia se
muestran algunas de sus curvas de nivéR&ndadas por las circunferencias
22 + y? = ¢, con centro en el origen y radigc, ¢ > 0.

™~

superficie ¥ CHIMAS
z=x2+ )2 ¢ crece a2yt =g
hacia afuera

La curva de nivel d¢ que contiene &(—3, 4) es tal que—3)%+(4)? = 25 = c.
Asi, la curva de nivel buscada &5+ > = 25.

¥
crna
P(-3.4) wly? =25
WJ x

2. SeaS = { (z,y) e RZ |z +y < 2} . Identifica los conjuntos de nivel de la
funcionz = f(z,y), conf : S — R definida porf(z,y) =2 — x — y.
La superficiez = 2 — x — y representa la porcion del planot- y + 2z = 2
correspondiente al primer octante B& como se muestra en la figura de la
izquierda. En la figura de la derecha se muestran algunasaeisuas de nivel
enR?, dadas por los segmentos de rectay = 2 — ¢, con0 < ¢ < 2.

suparficie CUFVAE
y=(2-c)-x

o erece hacia
.E arigen

c=2 i 2 x
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3. Identifica los conjuntos de nivel de la funcién de proddiedCobb-Douglas
Q = P(L,K),conP : R — R definida porP(L, K) = L'/?K1/2.

La superficie) = LY2K'/? tiene la forma de una tienda de campafia en
R3, como se ilustra en la figura de la izquierda. En la figura detacha se
muestran algunas de sus curvas de nivéR&ro isocuantasque representan
hipérbolas de la form& = ¢?/L enR?, conc > 0.

&

superficia curvas
Q-1 K=all

¢ crece
hacia afuera

4. ldentifica los conjuntos de nivel de la funcion de utilidag- «(z,y), con

. 1 1
u: R3, — Rdefinida poru(z,y) = 2 Inz + 5 Iny.
Nota queu(z,y) = In (z'/?y"/?), de modo que: es el logaritmo de una funcién
como la del ejemplo 3. Sus curvas de nivelfn o curvas de indiferenciaggon
hipérbolas de la forma = d/xz, cond = €%, que son similares a las del ejemplo
anterior, pero estan en otra escala.

5. ldentifica los conjuntos de nivel de la funcign= f(x),conf : R — R
definida porf(z) = = + 1.

La curvay = x + 1 representa una recta &1, como se muestra en la figura de
la izquierda. En la figura de la derecha se muestran algunsissdeonjuntos de
nivel enRR, dados por los puntas= ¢ — 1 enR.

yv=7 ¢ crece Bacia
la deracha
—_—
y=1 v=x+1 e=0 c=1 =2

-1 ] i x

Iy R ¥ prios
r=c-1
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2.3 Superficies cuadraticas

6. Identifica los conjuntos de nivel de la funcién= f(z,y,z),conf : R® - R
definida por f(z,y,z) = 2%+ y* + 2%
La funcionw = 22 + 2 + 2?2 representa una hipersuperficie®h de modo
gue no podemos representarla graficamente. Sus conjuntogeison las
superficies eiR?, dadas por las esferas + y? + 22 = c con centro en el origen
y radio/c, ¢ > 0.

superficies
24322 =0

¢ crece hacia

afuera

7. Determina la superficie de nivel de la funcipfx, y, z) = In(2 — = — y) enRR*
que contiene al punt® (1,0, —3).
Las superficies de nivel déson los planos + y = 2 — ¢ enR3. En particular,
el plano que contiene al punf®(1, 0, —3) es tal quel + 0 = 2 — e, es decir,
¢ = 0. Asi, la superficie de nivel buscadazes y = 1 (conz libre).

2.3 Superficies cuadréticas

Definicién. Unasuperficiees un conjunto de puntds, v, z) € R3 que satisfacen
una relacion de la form&'(z, y, z) = 0.

Asi, por ejemplo, la ecuaciar? — y? + 2% = 1 representa una superficie BA.
Cabe sefialar que no toda superficie es una funcién, como esr@io largo de

esta seccion.
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Capitulo 2 Funciones de varias variables

Definicién. Lastrazasde una superficie eR?® son las curvas formadas por la
interseccién de la superficie con cada uno de los planos ecados.

Por ejemplo, para el plaritx + y + 3z = 12 enR3, su trazary es la curva

20 +y = 12,

obtenida de la interseccion esta superficie con el ptaro0. Similarmente, su
trazayz es

y+ 3z =12,
obtenida a partir de la interseccién con el plane 0, y su trazarz es

2 4+ 3z =12,
obtenida a partir de la interseccion con el plgne 0.

Z

superficia
x+y+3z=12 g

recta V+ 3z = 12

/

T—— fraza XY
recta cx+y =12

traza K2 4

recta 2x + 3z =12

¥

Algunas superficies famosas eR?
A) Planos
Como ya vimos, un plane es cualquier conjunto de puntos de la forma

m={(2,9.2) ER® |ax +by+cz=d },

dondea, b, ¢, d son constantes. En la siguiente figura se muestra la grafica de
plano, paras, b, ¢, d # 0.

ax+dy+ez=d
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B) Esferas

Una esferaS de radior y centro en(xg, o, 20) €S un conjunto de puntos de la
forma

S={(z,y,2) €R’ | (x—20)* + (y — )’ + (z — 20)* =717 }.

Claramente, st = 0 el Unico elemento d§ seria el puntdzg, yo, 20)-

Por ejemplo, la ecuaciéfr — 1)2 + 42 + (z + 3)* = 4 representa una esfera de
radio 2 y centro en el puntd, 0, —3).

Z

F-zP+ -l +E-z) =2

C) Cilindros

Definicion. SeaC' una curva plana y seauna recta que no esta en el plano de
C. Uncilindro es la superficie formada por el conjunto de todas las rectatefss
aL que cortan &'. A C se le llama lacurva generatrizp directriz, del cilindro y a
las rectas paralelas se les llareatas generatricedJn cilindro rectoes aquel tal
que L es perpendicular al plano dé

Z

] cilindro

recia L

curva generatriz O

En el caso particular de un cilindro paralelo a alguno de jlies @ordenados, la
ecuacion correspondiente al cilindro no contiene a la bbeide ese eje.

Ejemplos:

1. Esboza la gréfica d& + 22 = 1 enR3.

Como en esta ecuacion no aparece la varighge trata de una superficie en
donde esa variable es libre. La ecuacion representdindro circular que
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Capitulo 2 Funciones de varias variables

se extiende a lo largo del eje cuya curva generatriz’ es la circunferencia
2 2
e+ z2=1.

cilindro circular
x24z2 =1

2. Esboza la gréafica de= y? enR3.

Como en esta ecuacion no aparece la variabke trata de una superficie en
donde esa variable es libre. La ecuacién representdlindro parabdlicoque
se extiende a lo largo del eje cuya curva generatriz es la parabola = 2.

cilindro
parabalica

z=y?

3. Esboza la gréfica dg= senxz enR3.

Como en esta ecuacion no aparece la variabge trata de una superficie en
donde esa variable es libre. La ecuacion representaindro senoida) cuya

curva generatriz' es la funciony = senz, y que se extiende alo largo del eje
Z

cilindro senaidal
¥ = senx
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D) Superficies cuadraticas

Para estudiar las superficies cuadraticas se necesitasc@idema de conicas.
El lector puede encontrar una breve discusion sobre lasienes y graficas de las
conicas en el Apéndice A.

Definicién. Unasuperficie cuadraticas la gréafica eiR® de una ecuacion de
segundo grado en las variablesy, z, de la forma

Ax? + By’ + C2* + Dy + Eyz + Faz+Ge + Hy + 12+ J =0,
conA, B, ..., J constantes, y endondé+# 0, B#00C # 0.

Las esferas y algunos tipos de cilindros son casos pantsutie superficies
cuadraticas, como se muestra en los siguientes ejemplos.
Ejemplos:

1. La ecuacion? + 422 = 4 describe a un cilindro eliptico, que corre a lo largo del
ejew.

z ¥R dz? = 4

i

2. La ecuacién:? — y? = 1 describe a un cilindro hiperbdlico, que corre a lo
largo del gje.

A continuacion presentamos algunas de las superficiesatiG mas notables,
que en general no representan funcione®RénSe discutiran los casos mas
simples, en donde las superficies estan centradas en ehooigpen, tendran a
los ejes coordenados como eje de simetria. En todos los, cagmsdremos que
a,b,c # 0.
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Capitulo 2 Funciones de varias variables

1. Elipsoide:
x>y 2P
St Eta=L
2 2
Trazary: Ellpsex— + % =1
2 2

Trazaxz: EIipse; + i 1

y2 2
Trazayz: EIipseﬁ + — =1

Curvas de nivel{ = K, |K| < |c]|):

x —
K? K?
CL2 (1—?> b2 (1—?>

2. Paraboloide eliptico:

Elipses

Trazaxy: El origen
Trazazz: Parabola = (£> T

Trazayz: Parabola = (ﬁ) y?

Curvas de nivel{ = K):

1.2 + 2
(K L (E
C C

Cuandaz = b se trata de uparaboloide circularo paraboloide de revolucian

=1

Elipses

. L, €L 22 . ,
Otras representaciones estan dadas por las ecuaeto#te% + — (simetria
a C

y a2 22
con respecto al eje) y T2 + — (simetria con respecto al ejé.
a C
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3. Hiperboloide de una hoja:

2 2 2
!
a b2 2
' z2 y2
Trazaxy: Ellpseg + i 1
22 22
Trazazz: Hipérbola— — — =1
a C
y2 22
Trazayz: Hipérbola=- — — =1
b2 2
Curvas de nivel{ = K):
. $2 2
Elipses 72 + Y N 1
a? (1+—2) b2 <1+—2)
C C
) 22 y2 1.2 ZL‘2 2’2 y2
Otras representaciones sg;wr 22 1y = + Z 2 1
4. Hiperboloide de dos hojas:
2 2 2
c a b2
Trazaxy. No existe
2 2
Trazazrz: Hipérbolaz—2 ——==1
C a
22 y2
Trazayz: Hipérbolag i 1
Curvas de nivel{ = K, |K| > ||):
_ 2 y2
Elipses e + e =1
QQ(?”) b2<?—1)
) $2 y2 Z2 y2 $2 Z2
Otras representaciones 3351— PR ly wE e 1

D.R.© 2015, Lorena Zogaib
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5. Paraboloide hiperbdlico:

Trazaxy: Rectas% = if
a

, C
Trazaxz: Pardbola = (—2> x?
a

Trazayz: Pardbola = — <b—c2> y>

Curvas de nivel{ = K):

2 2
Hipérbolas xK — yK =1
a? | — p2 | —
c c
Oftras representaciones son= y_zy_ T #
Y o= —2Y, "2 @
6. Cono eliptico:
ZL‘2 y2 2
RN

Trazaxy: Elorigen

Trazazz: Rectas: = + (£> T
a

Trazayz: Rectas: = £ (g) Y

Curvas de nivel{ = K):

2 2
T
LY

K? K?
- (?) ” (?)

Cuandoz = b se trata de ugono circular

=1

Elipses

0 ) 2 22 _ $2 I‘Q 22 _ y2
tras representaciones S%fl—l— g = ? Yy ? + g = b_2
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2.4 Limites y continuidad

En esta seccion definiremos los conceptos de limite y cadddyunecesarios para
establecer el significado de diferenciabilidad para fumesode varias variables,
gue se presenta en el capitulo 3. Aunque los resultados gu@m@pentamos
son validos en general para funciones cuyo dominio est&'efos ejemplos y
métodos discutidos se centraran al caso de funciones coimidoenR?.

El concepto de limite para funciones de varias variablesasutension al de
funciones de una variable. La siguiente figura ilustra elifitpdo geométrico de
que una funcion de dos variables= f(z,y), tenga un limite. cuando el punto
(x,y) tiende a un punto dada:, yo) en el dominio def.

4

z = fx.¥)
Jxp)
L
| ’

/ (xyy 7

x (xo.v0)

Cuando ese limité existe, utilizamos la notacion

lim  f(z,y) = L.

(a:,y)—>(a:0 7y0)

Desde el punto de vista formal, el limite dese define de la siguiente manera.

Definicion. Seaf una funcion definida en todo punto del interior de una
vecindad con centro em’, excepto quiza efr’y. Se dice qué tiene limiteL
cuandoz’ tiende az o, y se escribe

lim f(7) = L,

—
Tr— T

si para cada numero> 0 existe un correspondiente numei@) > 0 tal que para
todoz en el dominio def

0<||[Z-7ol|<d = |f(T)-L|<e.
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Capitulo 2 Funciones de varias variables

Cabe sefalar que la definicion de limite también se aplicasal de puntos
fronteraz’, que no estén en el dominio, siempre y cuando los puntss$lo estén.

Ejemplos:

1. Demuestra formalmente quelim = = 0.
(z,y)—(0,0)

Para cada numero > 0 arbitrario queremos encontrar un correspondiente
numerood(¢) tal que

_4
0< —0H<5 = |z—0|<e,

O<va?+y2<d = |z|<e.
Para ello, nota que
lz] = Va? < 2?2+ y? <,
por lo que simplemente puedes tomar
i(e) =e.

2

I

es decir,

2. Demuestra formalmente quelim =0.

(29)—00) /22 + 12

Para cada > 0 buscamos uné(c) tal que

$2

2

O<Vx?2+y?<d = T <.

Para ello, nota que

0<H?—6)H<5 = —0| < e,

es decir,

2 2 2
0 T TV P i<

<
Va2 +y2 T 2+ P
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por lo que puedes tomar
ie) =e.
2

3. Demuestra formalmente quelim —;E y2 =
(z,9)—(0,0) 2% + Y

Para cada > 0 buscamos uné(¢) tal que

2

T
0<H?—6)H<5 = . y2—0‘<s,
Tty
es decir,
O<vr?+y?<éd = 22%y 3
x2 + y? .
Como
0< |yl =Vy* < Va2 +y? <o,
por lo tanto,
222y 222y
< = 2|y| < 26.
De esta manera, puedes tomar
g
oe) = =.
(&) =3

Propiedades de los limites

Si_lim f(7)=Lyy lim g(7')= L, entonces

T — T T — T

1. Regla de la suma:
m [f(7) +g(7)] = Ly + Lo
Tr— X0

2. Regla del mdltiplo constante:
_lim [k f(@)) =kL,, kR

Tr— X0

3. Regla del producto:
im [f(7)g(7)] = L1 Lo

0

4. Regla del cociente:

(@) Ly
i [g(?)} =1, 70

5. Regla de la potencia:
i [f(@)] =L mon € Z, n #£0, si[L]™" e R
Tr— T
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Ejemplos:

1. lim (2z+4+y)=2(-1)+3=1

(1‘73/)_)(_173)

2. lim 12+ 2 =+/32 +42 =5,
(z,y)—(3,4) \/ Y

3. 2 =3ry  1-0 1

lim = -
(z)—1,0) 2y? —2x +23 0-—2+1

i Emy (@ —zy) (VT +3)
@)—0.0) VT =Y @n-00 | (VZ—y) (VT+/Y)
. [ CNWEE | (e + va)] =0

(2,9)—(0,0) (z—y)

Prueba de las dos trayectorias para demostrar la no existerecde un limite

Si una funcionf (') tiene limites diferentes a lo largo de dos trayectorias
distintas a medida que’ tiende az’y, entonces el limitelim  f(2’) no existe.

r—XTQ

En el caso de funcioneéde una variable, la no existenadlel limite se prueba
simplemente el limite d¢ por las Unicas dos trayectorias posibles, a sabe¥,z,
y z — x§, y mostrando que ambos limites laterales son distintos:

lim f(x) = L, # Ly = lim+ f(x)

xa:pa T—Ty
Y y = flx)

Lz - /

Il :
_‘_'_'_,_:—'-'_'-'_F-'_'-'_‘_'-'_'-'_C:I

" : ¢
X=Xy g ox = xp x
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La prueba de las dos trayectorias para el caso de funcijodeslos variables
presenta una mayor dificultad que en el caso anterior, yameste caso existe

una infinidad de trayectorias posibles en el plano parari@gér, y) a(xo, yo)-

g (xg.¥a)
Ejemplos:
. A x? — 3y?
1. Demuestra que no existe el limite fier, y) = PN en el puntg(0, 0).
Z Y
i) Tomando el limite a lo largo del eje(y = 0):
lim  f(r,y) = lim f(x,0) y
1m rz,y)=lm f(z,
(2,)—(0,0) V=2t
o 22-0
= lim 5
z—0 2%+ 0
< 11'1% 1=1. 0 x

ii) Tomando el limite a lo largo del ejg (z = 0):

¥
lim x,y) = lim f(0,
o (0,0)f( ) lim f(0,y)
. 0—3y?
= lim
y—>0 O —I— 2y2

; 3 3 0% x
=lm (—= ) =—=.
y—0 2 2

2 3 2
Como los limites son distintos, no existelim u.
(z,9)—(0,0) 22+ 2y?
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2. Demuestra que no existe el limite fier, y) = 2xfy2 en el punt(0, 0).

i) Tomando el limite a lo largo de los ejes coordenados:

lim f(x 0)=0 y lim f(O y) =0.

(z,9)—(0,0) (2,4)—(0,0)

i) Tomando el limite a lo largo de las rectas= mux:

lim T = hm T, mr
(z,y)—(0,0) f( y) f( ) V= mx
x(mz)

Como hay un limite distinto para cada no existe 1im 2&
(@9)—(0,0) 2+ y?

. . T
3. Demuestra que no existe el limite fier, y) = Ty2 en el punto(0, 0).
roTyY
i) Tomando el limite a lo largo de los ejes coordenados:

lim f(z,00=0y lim f(0,y)=0.

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)
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i) Tomando el limite a lo largo de las rectas= max:

lim T —hm T, mx
wm @) f(a,mz)

3 (mx)

Vv = mx

=lim ——— =0
7—0 l»4+m2

iii) Tomando el limite a lo largo de las parabolas- k%

hm f(x y) = hm f(x kx?)

} x?
b W

iv) Tomando el limite a lo largo de las clbicas- ax?:

lim x,y) = hm z, o3
Pl 0)f( ,y) = lim f( )
23(ax®)

3
Como el limite es distinto para cadano existe lim

Y

(@) —(0,0) 26+ 2’

Definicién. Una funcionf(z’) escontinua en un punta’y, si

1. f esta definida e,
2. lim f(7) existe,

T — T

3. Jim, f(7) = f(To).

La funcién escontinuasi lo es en cada punto de su dominio.
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Ejemplos:

. Muestra que (z, y) = 2zy* + 3z es continua ef2, —1).

La funcion es polinomial, de modo que esta definida para tashopde

R?, y en particular en el punt(®, —1), con f(2, —1) = 10. Por otra parte,

( )h'r? : (2zy* + 3x) = 10, de modo que el limite existe. Por dltimo, como
z,y)—(2,—1

( )h’rg ) (2xy? + 3x) = f(2,—1), por lo tantof(z,y) = 2zy® + 3z es
x,y)—(2,—

continua en2, —1).

. Muestra que la siguiente funcidn es continua en cada partepto en el
origen:

3

z6—+yyz ) (l‘,y) 7é (070)
flz,y) =
0, (z,9) = (0,0).
La funcién es continua en cada puriioy) # (0,0), ya que sus valores estan
dados por una funcion racional dey y. Sin embargo, como ya mostramos en
un ejercicio anterior, la funcién no tiene limite en el origlor lo tanto, la
funcion es continua en cada punto, excepto en el origen.
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Capitulo 3

Diferenciacion

En este capitulo extendemos el concepto de diferenciaci@ngd caso de
funciones de varias variables.

3.1 Derivadas parciales. Interpretacion geomeétrica

Por simplicidad, aqui nos restringiremos al caso de fursion= f(z,y) con
dominio enR?, aunque los resultados pueden ser facilmente generasizhdo
caso de funciones con dominio Bfi.

Definicion. La derivada parcial con respecto ade la funcion continua
f(z,y) en un punto interiofxy, yo) de su dominio esta dada por

of B . flwo+h,y0) — f(T0,%0)
. y = fo(z0,90) = }le T ,

—0
cuando este limite existe. Similarmented&rivada parcial con respecto ay
de f en(xo, yo) €sta dada por

a 7 T 9 + k - €T s
8_f = fy(%0,%0) = llgln"(l] 1 (w0, 4o ]3; [ (g 3/0).
Y | (z0,%0) —
g z
plana T
Y=Y CLrva o
CUrVa - .
2 = fx.y0) B 2= o) s

superiicie supearficie
Rl |-

! Yo |

| 1
Y xn ! ! ¥

(xo.¥a) (xa.yo + K}
{xp + &) /
x
x
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Las derivadas parciale§ y f, dan la razén de cambio instantanea de la
funcion f(x, y) en el punta(zg, yo), €n las direcciones de los vectores bagég,
respectivamente. En otras palabras, la derivada pgicesd la pendiente de la recta
tangente a la curva= f(z, o) en el puntoP(zo, yo, f(z0, yo)) del planoy = y,.
Asimismo, la derivada parcigl, es la pendiente de la recta tangente a la curva
z = f(zo,y) en el puntoP (o, yo, f(zo, o)) del planox = x.

A partir de la definicion, a continuacion determinamos lavaela parcialf, de
la funcion f(xz,y) = 2%y

8 2y . (z + h)%? — a3
ox h—0 h
. 2xhy® + k%3
= lim ———~
h—0 h,

_ ‘ 3 3

= }ILILI(I) (2:cy + hy )

= 2y’
Nota que este resultado es equivalente a obtener diredaiaaterivada d¢ con
respecto a, como Siy estuviera fija:

dx*y® 02
=P = y3(2x) = 211>,
o Y gy = ¥ (22) =2zy

Es posible demostrar que esto es valido en general, es paardeterminar la
derivada parciaf, de una funciore = f(z,y) simplemente se toma la derivada
de f con respecto a, manteniendo fijo el valor dg. Similarmente, para obtener
la derivada parciaf, de la funcion, se toma la derivada fleon respecto g,
manteniendo fijo el valor de.

Ejemplos:

2y . . .
1. Seaf(z,y) = 23y + “Y” Determina las derivadas parcialgsy f,.
T

Las derivadas parcialgs y f, estan dadas por

A AT T N 20 (1N ., 2y
fx_(?x(:Uy_‘— )_yﬁx($>+2y x \x =317y x2’

T )
O (s 207\ _ 50 1NO ooy 5, Yy
fy—ay(xy+$)—xay(y)+ - ay(2y)—x+x.
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2. Sear = z sen(zy). Determina las derivadas parcialgsy z,.
Las derivadas parciales y z, estan dadas por

Zy = W =1z (%ﬁ"g)) + (%) sen(zy)

= z(cos(zy) - y) + 1- sen(xy) = xy cos(zy) + sen(xy),

= x(cos(wy) - x) + 0 - sen(wy) = 2 cos(xy).

3. Encuentra la pendiente de la recta tangente a la superficie — 2> — y? en el
puntoP(2,1,4) del planoz = 2.

La pendiente de la recta tangente a la superfici2@n1, 4) es

0z

G2~ oyl = 2.
8y 21 ’(2,1)

4. Seau(xy,r2) = In(z7'z5?) la funcién de utilidad para una canasta de dos
bienes, com; x5 o, s > 0. Encuentra las utilidades marginates y u,,.

Las utilidades marginales estan dadas por

dln(z7'25%) ~ O(aalnw +aplna,y)  ag

o 81'1 N 8$1 T
Oln(27'25?)  O(aalnz +aslnmwy) Qs

Uy, = = =
2 81’2 81’2 i)

5. SeaP(L, K) = L'?K'/? una funcién de produccion Cobb-Douglas. Encuentra
los productos marginaled;, y Py.

Y

En este caso, se tiene simplemente

1/2
P, = M — EL’1/2K1/2 — 1 (5) /
2 )

oL 2\ L
1/2
PK — a (L1/2K1/2) _ }LI/QK—l/Q — 1 £ / )
0K 2 2\ K

1—0_1

6. Para la funcién de utilidad(c, o) = ¢ determinau, y u,.

— 0
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B i lea_l L
e = %( l1—-0 )—c ’
N 0 (cl"—l)  —(1=o0)c"Inc+ (177 -1)
7 oo\ 1—0o ) (1-0)?

7. Para la funcion de produccidi(L, K, oy, ao, p) = (o LP + apKP)Y/?
determina: apP/0K, b) 0P/0ay y €) OP/0p.

a)La parciaDP/0K esta dada directamente por

3_]3 a(Oéle + a2Kp>1/p
0K 0K

(Oéle + Ongp)

(1/p)—1 8(Q1LP + OCQKP)
0K

= (ale + a2Kp)(1/p)—1 (Ckngp_l)

DI= =

= OéQKpil(Oéle + OZQKP)%
b)Similarmente, la parcid@lP/da; es

oP a(Oéle + aQKp)l/p
aTM - Oay
= Loy + agrer)iinr A0 20k
p Oay
= %(QILP + OQKP)(UP)*l (L”)
LP

)

= (Ozle + Oéng

S |

c)Para determinad P/dp es necesario utilizar derivacion logaritmica, ya que la
variablep aparece tanto en la base como en la potencia. Para ellanpardie

1
InP(L,K) =In(a1 L + ap KP)V? = P In(ay L? 4+ ap K*),

de modo que

1 0P la(alLP+a2Kp)/8p_ 1

— = — -1 LP KP
5oy S (D T k) 7 n(ay L + a K”)
lagLPInL 4 asKPIn K 1
= = ——1 L K’
P (ale i O¢2Kp> p2 Il(Oél + Qo )7
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3.1 Derivadas parciales. Interpretacion geométrica

en donde se utiliz6 la derivada de un producto y la formuladietivada de”
(para obtenedL” /0p 'y OK?/Jp). Finalmente,

oP P[lalelnthangan

1
il ] IP KP
ap p (Oéle + OQKp) pZ n(al + Qg ):|
lagnL’In L+ asKPIn K 1
— L Ke/e | Z L _
(01 + 02 %) L} (1L + ap K*) p?

In(ay LP + ongp)] .

Similarmente al caso de funciones de una variable, es paddfinir derivadas

parciales de orden superior y mixtas para funciones desvaadaables. En
particular, para una funciofi(x, y) de dos variables hay posibles derivadas
parciales de orde®, a saber

2 2
h- 2 ()2 B (%) -

" 9z \ O Ox?’ N\ oy \ Oz N Oyox’
o [0f o0 f o (0f 0% f
fw=o- {5~ ) = g fw=a- 7= 73
Ox \ Oy 0xdy dy \ Jy Jy

Asimismo, hay8 posibles derivadas parciales de ordedel tipo

9 (2 (af\\ Of A (0 [(3f\\  Of
o=z (55 ar)) = o 3 (52 () = g o

y habriar2” posibles derivadas parciales de oraen

Ejemplos:
1. Verifica quez = In(2? + y?) satisface la ecuacién de Lapla 0 + o= =0.
%LE Oy?
Como
0z 2z 0z 2y
r - ErE Oy Eg
por lo tanto
Pz 0 (0z) 0 2 2y —a2?)
o2 Ox (%) ox ($2+y2) (a2 4y2)
Pz 0 (9z\ 0 2y C2(2—y?)
Wy <8_y) oy <x2+y2) (@2t y2)
Asi,

Pz Pz 2y —a?) 2 —y?)
0x2  9y* (a2 + ) (a2 +2)°
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Capitulo 3 Diferenciacion

2. Encuentra todas las derivadas parciales de segundodedén ) = r3¢=%/2,
Como

por lo tanto,
0 —0/2
her(r,0) = ar (hy) = 6re
) = (1) = Ly
= 0 _ 3 —0/2
ho,(r,0) = or (he) = —27“ e
1
hog(r,0) = g(h@) _ S Be0/2

3. Encuentratodas las derivadas parciales de segundodeden y) = yIn (f) .
Yy
Conviene reescribif como

f(@,y) =y (Inz —Iny)

fo(my) =y (%) =%

1
fylz,y) = (lna:—lny)—l—y(—;):ln:v—lny—l,

por lo tanto,

Como

foly) = 5o () =~
Fulo9) = 5 () =
furlaon) = 5= () =

o) = 5o () = .

Observamos que en los ejemplos 2 y 3 las derivadas mixtagysates
(hro = hor Y foy = fyz)- ¢ES €ste un resultado general? El siguiente teorema
establece bajo qué condiciones se cumple esto.
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3.1 Derivadas parciales. Interpretacion geométrica

Teorema sobre derivadas parciales mixtas. Si f(z,y) es una funcién de
claseC? (dos veces diferenciable con continuidad) en una regiéertabgue
contiene al puntdz, yo), entonces las derivadas parciales mixtas son iguales, esto
es,

fzy(xm yO) = fyz(xm yO)
Demostracion:

Seamr = xo + Ax y y = yo + Ay Yy considera la expresion
S(Ax,Ay) = f(2,y) — f (2,90) — f (v0,y) + f (0, v0) -

v
(x0.) x.5)

x =xp+hx

Ay v=yot+hy

(x0.70) (x.70)

Manteniendqy, y y fijos, definimos la funcion

g(l’) 7 f (l’,y) — f(flf,y(]),
de donde
S(Az,Ay) = g (z) — g (2o) -
Por el teorema del valor medio para funciones de una varigblg — g (xo) = ¢'(c) Az,
para algun: entrezy y . Comog'(x) = f,. (z,y) — f. (z,y0) , por lo tanto
S(ACE, Ay) = [fﬂc (Cv y) - fr (C, yO)] Az.
Ahora definimos la funcién
h(y) = fz (¢, y) — fa (¢ 1),
conh(yy) = 0. Aplicando otra vez el teorema del valor medidy) — h (yo) = h'(d) Ay,
para alguni entrey, y y. Asi,
S(Az, Ay) = [ (d)Ay] Az.
De la definicion dé:(y) se sigue qué’(y) = f., (c,y), de donde
S(Az, Ay) = f, (c,d) AyAa.
Comof,, es continua, se sigue que

/ S(Az, Ay)
— | TAAL
Jay (o, Yo) (Az, AJ)m_>(o70) AxAy

ComosS es simétrica el\z y Ay, de forma similar se demuestra qfig (o, yo)
esta dada por la misma férmula limite, lo que prueba el regalt

1 Este teorema se atribuye a diversos autores, tales como ¥Falgg, Clairaut, Schwarz.
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Capitulo 3 Diferenciacion

Ejemplo:

Determinaf,,, .. para la funcionf(z,y) = zev’.

Para determingfyyym hay que encontraf,, luego f,,, etc... Sin embargo,
para esta funcion resulta menos laborioso utilizar la #af,,,.. = frzyyy-
Comof, = ¢¥*, por lo tantof,, = 0, de modo QU 2y, = 0. Concluimos que

fyyya:x = 0.

La mayoria de las funciones de interés en economia satiskasipotesis
del teorema de la igualdad de las derivadas parciales mitaan problema
matematico general, esto no necesariamente sucede. Uplejdenello es la
funcion

xy(x? —y?
y:,ETy?ZJ) ) (x,y) 7é (an)

0, (xz,y) = (0,0).

Es facil demostrar que las segundas derivadas mjktag f,. son iguales en
todos los puntos del dominio, excepto en el origen. En estaaipunto, se tiene
f24(0,0) = —1, mientras qug,,..(0,0) = 1.

fx,y) =

3.2 Diferenciabilidad. Linealizacion y diferenciales

Para comprender el concepto de diferenciabilidad paradoes de varias
variables, recordemos primero el caso de funciones de urabia

Seaf : D C R — R, cony = f(x). Seary, € D y considera el cambio

Ay = f(xo + Ax) — f(xg)

de f, al incrementarse, en un valorAz = = — z(. Se dice qug esdiferenciable
enz, si Ay esta dado por

Ay = f'(xg) Az + ¢ A,

dondes — 0 a medida qué\z — 0. Geométricamente, esto significa que podemos
aproximar el cambid\y en la altura de la curva= f(x) por el cambiof '(z() Ax
obtenido a partir de la pendienfé(z,) de la curva emn,, con un erroe Az que
decrecea medida que se acerca ay.
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3.2 Diferenciabilidad. Linealizacion y diferenciales

v pendiente
fixgd+ 7/ (xp)Ax ¥ =Ax)
fik
Ao+ £ T Gea)an

Jxn)

En ese caso, podemos aproximar
Ay = f'(zg) Aw,

de modo que
f(xo + A:c) = f(.’l?()) + f,(xo) Azx.
El término del lado derecho de esta expresion se conoce alnelizacion
L(z) de f enxy,
L(z) = f(zo) + [ (20) Az.
La ecuacion
y = L(z) = f(wo) + f'(w0) Az
es una ecuacion lineal de la forma= vy, + m(z — o), conyy = f(zo) y
m = f'(x), y representa la ecuacion deréxta tangenta la curvay = f(x) en
el punto(zo, f(xy)) de esa curva.

¥

Axald

Concluimos que una funciofix) es diferenciable en un punto si existe una recta
tangente a la curva= f(x) en ese punto.

Ejemplo:
Analiza la diferenciabilidad de la funciof{z) = In(1 + x) en el puntar = 0.
La linealizacionL(x) de la funcionf(x) = In(1 + x) enx = 0 esta dada por

L(z) = f(0) + f(0)(x — 0) =In(1 + 0) + (x —0) =z,

140
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Capitulo 3 Diferenciacion

de donde

In(1+z) ~z, cuandar ~ 0.
Asi, f es diferenciable em = 0, ya que posee una recta tangente en el punto
(0,0) dada poty = x.

y=x
v =Inll+x)

Por ultimo, para valores muy pequefiositelos incrementos se convierten en
diferencialesAz ~ dz, Ay ~ dy, de modo que el resultaddy = f'(xy) Ax
conduce a la expresion familiar para la diferencialddada por

dy = f'(xg) dx.

A continuacién generalizamos los resultados anterioreasa de funciones de
dos variables.

Definiciéon. Seaf : D ¢ R? — R, conz = f(x,y). Sea(wzo, yo) Un punto
interior deD y considere el cambio

Az = f(xo + Az, yo + Ay) — f(zo, o)

de f, al incrementarse, en un valorAz = x — xq Y 1o €n un valorAy = y — yo.
Se dice quef esdiferenciableen (xo, yo) Si f(zo,y0) Y fy(o, yo) €Xisten y si el
cambioAz satisface una ecuacion de la forma

Az = fo(20,y0) Az + fy(wo,yo) Ay + e1Ax + €Ay,
en donde, e — 0 cuandoAz, Ay — 0.
Esto significa que podemos aproximar el camhioen la altura de la superficie
z = f(z,y) por la suma de los cambig§(zo, yo) Az + f,(z0, yo)Ay Obtenidos a

partir de las derivadas parciales(@n, o), con un erroe; Ax + 5 Ay que_decrece
a medida quéz, y) se acerca &g, yo)-

pendiente

pendiente
Falxo.p0) S(xo.oa)

= = flz.»)

D.R.© 2015, Lorena Zogaib



3.2 Diferenciabilidad. Linealizacion y diferenciales

En ese caso, podemos aproximar

Az = fi(xo,y0) Az + f,(z0,0)Ay,
de modo que

f(xo + Az, yo + Ay) = [0, yo) + fa(mo, yo) Az + fy (w0, yo)Ay.
El término de la derecha se conoce como la linealizagigny) de f en(xo, yo)-

Definicion. LalinealizacionL(z,y) de una funcién diferenciablg(x, y) en un
punto(zo, yo) de su dominio es la funcién

L(z,y) = f(zo,y0) + fa(x0,y0)(x = @0) + fy(Z0, 0) (¥ — v0)-

La ecuacion

z=L(z,y) = f(20,40) + falzo, yo) (@ — 20) + fy (@0, %0) (¥ — Yo)

es una ecuacion lineal de la forma= zy + a(z — xy) + b(y — yo), con

20 = f(zo,90), ¢ = fo(zo,90) Y b = fy(z0,y0), de modo que representa un
plano. Nota que la interseccion de este plano con el pjaroy, es la recta

z = f(xo,y0) + fz(x0,%0)(x — x9), quUe €S tangente a la superficie- f(z,y) en

el punto(zo, yo, f(x0, %0)). ASimismo, la interseccion de este plano con el plano
xr = xg eslarecta = f(xo,v0) + fy(x0, ¥0)(y — yo), que también es tangente a la
superficiez = f(x,y) en el puntdxg, yo, f(x0, yo)). De esta manera, la ecuacion

z = f(wo,%0) + [ (20, yo) (= — x0) + fy(x0, y0) (¥ — ¥o)
es la ecuacion dedlano tangentea la superficiez = f(x,y) en el punto
(20, Yo, f(x0, yo)) de esa superficie.

plana tangente en
(xo.v0.x0.50))

z=Lx» z = flx.y)

REEY

Concluimos que una funciof(z, ) es diferenciable en un punto si existe un plano
tangente a la superficie= f(x,y) en ese punto.

Ejemplo:

Analiza la diferenciabilidad de la funciof(z, y) = 2> — 2y + 2y* + 3 en el
punto(xo, yo) = (3,2).
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Capitulo 3 Diferenciacion
Encontremos la linealizacidh(z, y) de la funcionf en(z,y) = (3,2). Como

1
f@y) =a* —wy+ 5" 43, folr,y) =20 =y, fylz,y) = —z+y,
por lo tantof (3,2) =8, f,(3,2) =4, f,(3,2) = —1, de modo que,

z=L(z,y) = f(3,2) + fu(3,2)(x — 3) + f,(3,2)(y — 2)
=8+4+4(x—3)—1(y—2) =4z —y—2.
Asi, f es diferenciable e(8, 2), ya que posee un plano tangente en el punto
(3,2,8), dado por su linealizacion,= 4z — y — 2.

Por dltimo, para valores muy pequefiosAe y Ay los incrementos se
convierten en diferencialed\r ~ dr, Ay ~ dy, Az ~ dz, de modo que
el resultadoAz = f,(xo,y0)Az + f,(z0,y0)Ay conduce a la expresion
dz = fi(xo,y0)dx + f,(z0, yo)dy,conocida como la diferencial total.

Definicion. La diferencial totaldz de una funcién diferenciable= f(z,y) en
un punto interiofxo, o) de su dominio esta dada por

dz = fo(z0,0)dx + fy (0, Y0)dy.

La diferencial total puede utilizarse paproximarel cambio en el valor d¢
cuando el puntdzo, yo) cambia a un valor cercari@, + Az, yo + Ay), mediante

Az = fo(wo, Yo) Az + f, (70, Yo) Ay.
Ejemplos:

1. Seaz = f(z,y), con f(z,y) = z%¢%. Encuentra la diferencial totak en el
punto(1,0). Utiliza ésta para estimar el cambio elcuandoz disminuye, de
r=1ax=0.99,yyseincrementa, dg=0ay = 0.02.

Como

Jolw,y) =206y f,(x,y) = 32",
por lo tanto,f,(1,0) = 2y f,(1,0) = 3. De este modo, la diferencial total ge
esta dada por

dz = 2dx + 3dy.

En el punto inicial la funcion tiene un valer= f(1,0) = 1. Al disminuir z en
Axr =0.99 — 1 = —0.01y al incrementarsg enAy = 0.02 — 0 = 0.02, la
funcion cambia aproximadamente en

Az~ 2 Az + 3 Ay = 2(—0.01) + 3(0.02) = 0.04.
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3.3 Reglade lacadena

En otras palabrag,cambia del a1.04, aproximadamente. Nota que el cambio
exacto de: es

Azea:acto = (0-99)263(0'02) - (1)263(0) = 0.0407.

2. Sea) = P(L, K) la produccién, corP(L, K) = 4L'4K?3/4. Aproxima el
efecto que tendria sobre la produccion que el trabajo digrairdeL, = 625 a
L = 623, y el capital se incremente, d& = 10000 a K = 10010.

La diferencial totali en los niveles inicialesLy, k) = (625, 10 000) es
dQ = P, (625,10 000) dL + P (625,10000) dK.
Los productos marginales estan dados por

Pu(L,K) (%)3/4 y Pe(L, K) =3 (%)1/4,

de modo queP;, (625,10 000) = 8 y Pk(625,10000) = 1.5. Asi, la diferencial
total de@ en (625,10 000) es

dQ = 8dL — 1.5dK.

Esta expresion permite aproximar el cambiaigante un pequeiio cambio en
los insumog L, K) alrededor d€625, 10 000), mediante

AQ ~8AL——-15AK.
Tomando en cuenta queL = -2y AK = 10, por lo tanto
AQ ~ 8(—2) + 1.5(10) = —1.
Asi, @ decrece aproximadamente erNota que el cambio exacto es

AQeraete = P(623,10010) — P(625, 10 000)
19998.967 — 20000 = —1.033.

3.3Regla de la cadena

En esta seccidn mostramos coOmo se generaliza la regla dddaapara la
derivada de la composicion de funciones de varias variaBks tal fin, nos
ayudamos con los llamadaosagramas de arbolque son esquemas en los que
se especifica la dependencia que guardan entre si las eariabblucradas. A
continuacion, ilustramos la regla de la cadena a travésriteswgjemplos. En cada
caso, la figura de la izquierda representa el diagrama décobespondiente y la
figura de la derecha muestra la dependencia final de tomar en cuenta a las
variables intermedias.
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Capitulo 3 Diferenciacion

A) Seaz = f(x,y), conz = g(t), y = h(t).

z = flx,07) z

‘ dz_@fdg ﬁ@
“dt Odxdt Oy dt

., . d d d .
Esta expresion, o equwalentemngge gd—j + %d_gi se denomina la
I

derivada totalde z con respecto & Compara ésta con la diferencial total

_af of
dz = ——dxr + =—dy de | 3.2. Nota que la derivada t
= s + By y de la seccion qu riva eéalse puede
expresar como un producto de matrices, de la forma

dg
dz  (0f Of dt
E‘(% 8_y> dh
dt

B) Seaz = f(z,y,t), conz = g(t), y = h(t).

_d=_0fdg afdn of

“dt Oz dt Oy dt Ot 2 = fx3,0) %f
i ar af
o bien = o
ar
dg o y
i ror of oy | & s dg
i a w)| - SaE
t T Yy t di z )
1
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3.3 Reglade lacadena
C) Seaz = f(z,y), conz = g(t,s), y = h(t,s).

0= _0fdg  0f0h
Ot Ox ot Oy ot

0= 0fdg _0f oh

I

s dxds 0y Os

o bien
99 0g L
0= 0=\ _ (o1 ory ([ o s x
o 0s) \or Oy Oh  Oh
ot 0s

D) Seaz = f(x,y), conx = g(t), y = h(t,s).

0: _0fdg  0f 0h

E_%dt + ay at z= Az
0: _ofon VAN
ds Oy Os o >
x =i} v
o bien ie Ex 0
gt ER
dg 0
0: 0=\ _(0f o\ [ @ z s
ot 9s) \0xr Oy Oh  Oh
ot 0Os

E) Seaz = f(z), conx = g(t, s).

L0z _df 9y z
ot du ot I
0= _ df oy

Os  dx Os

o bien

0z 02\ _(dr\ (99 Oy y
ot 0s) \dx) \ot 0s £
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Capitulo 3 Diferenciacion

F) Seaz = f(z,t), conz = g(t, s).
.0z _0fdg N af

- = =
"ot Ox Ot ot '|‘
9z _ 0f 0y
ds  Ox Os
o bien
i =

0g 0O
0 0=\ _(of ory [ L
ot 0s) \Oxr Ot 10

Con este procedimiento podemos obtener la regla de la cadeaaualquier
otro caso. Soélo debes tener cuidado en el uso correcto dedasi ordinarias
(d/dt) o de derivadas parciale8(0t) en cada etapa del proceso de derivacion.

Ejemplos:

1. Seaz = f(x,y) = zy, dondex = ¢g(t) = costy y = h(t) = sent. Encuentra
dz/dt.

Primero notamos quef/0x = yy df /0y = x, de modo que
dz= 0fdg  Ofdh  dg dh

@t oxdt Togar Yar T
Por otra parte, comdg/dt = —senty dh/dt = cost, por lo tanto,

d
d—j = (sent)(—sent) + (cost)(cost) = —sen?t + cos’t.

Nota que hubieras obtenido el mismo resultado al sustitgircosty y = sent
enz = zy Y luego derivar el producto respecte.a

2. SeaR = P(L, K) unafuncion de produccion, donde el trabéjo) y el capital
K (t) son funciones del tiempb Encuentra una expresion que establezca como
cambia la produccion en el tiempdQ) /dt.

Este caso es similar al anterior. Sin embargo, aqui desearax:la dependencia
explicita de las variables, de modo que soélo se tiene eltaesugeneral

dQ _ OPdL 0P K
dt OL dt 0K dt
dL dK

- PP
T
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3.4 Diferenciacion implicita

3. Sea) = P(L, K,t) una funcion de produccion que depende del tiempo, no
solo indirectamente, a través del trabajo y el capitéd) y K (¢), sino también
directamente (un ejemplo de esto sepia= A(t)L'/2K'/?). Encuentra una
expresion pard@/dt.

Agui s6lo hay que agregar el términ@ /0t al resultado anterior, quedando

dQ _ 9PdL  OPdK 0P
dt oL dt 0K di ot
dL dK 0P
= P— 4 Py— 4+ —.
v TR T
4. Determinaz*/0p,, Si

2°(pe, Dy, 1) = ™ (D2 py, 1), €ONI = E(py, py,u).

En este caso, se tiene

x° = xM(py.py.d)

oxt  0xM 9™ OF

Bpn = Opoe O 0ps’

Px T P

gue es conocida como la ecuacion de Slutsky.

3.4 Diferenciacion implicita

Seguramente recuerdas como obtener la deridgdér cuandoy y = estan
relacionadas a través de una funcion impliditar,y) = 0. Por ejemplo,
determinemody/dz en la ecuacion

re™ +y—1=0,

gue define implicitamentegacomo funcién der. Para ello, derivas ambos lados
respecto &, obteniendo

x~e‘”y<x-@+y-l)+ezy-l+%:()

dx x
d
‘. 9. (:L“QB“W + 1) = —zye™ — e
dx
‘ @ aye™ + e
“dr z2ew 41
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Capitulo 3 Diferenciacion

En el caso de una ecuacion implicita de la forfifa;, y, z) = 0, para obtener
las derivadas parcialés /0x y 0z/0y puedes seguir un procedimiento similar al
anterior Por ejemplo, consideremos la ecuacion

yz —lnz=x+y,

gue define & como una funcién implicita, diferenciable, de/ y. Para encontrar
0z/0x derivamos la ecuacion respecta,gomando & fija, con lo cual se obtiene
0z 1 0z

et G |
y or =z Oz

0z 1
55(9‘;)—1

0z z

or yz—1
La derivada)z /0y se obtendria de manera analoga, obteniendo

0z ~2(1—2)

dy  yz—1"
A continuacién presentamos una técnica alternativa paemebestas derivadas
parciales, de una manera mas simple, utilizando la regla dadena.

Caso 1.Queremos encontrar la derivadg/dx, suponiendo que la ecuacion
F(z,y) = 0 define ay como una funcion implicita, diferenciable, dePara ello,
vamos a suponer qué(z,y) = 0 es la curva de nivet = 0 de una funcién
z = F(z,y) enR3. Asi,

z=F(z,y) =0
L dz  OF OFdy 0

‘dx oz Oydr

dy
F,+F,— =0
+ Ydr
Cdy F
“dr F,

Teorema.Si F(z,y) es diferenciable, y la ecuacidi(z,y) = 0 define ay
como una funcion implicita, diferenciable, deentonces

dy _ _Ix
dv ~  F,
en todos los puntos de la cur¥gdz,y) = 0 en donder), # 0.
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3.4 Diferenciacion implicita
Ejemplos:
1. Determina bajo qué condiciones la relaciént- > = 1 define ay como una

funcion diferenciable de, y en ese caso encuentig/dz.

Seal'(z,y) = 22 + y? — 1. LarelacionF' (z,y) = 2% + y*> — 1 = 0 define ay
como funcién implicita, diferenciable, decuandoF), = 2y # 0, es decir, en
todos los puntos de la circunferencia en dongé 0. En ese caso,

@_ F, 2x T
de  F, 2y gy

¥y
x4y =1

dr
K ]
@ diverge ! ’ ! dr i *
ar oy dverge

Asi, por ejemplo, la derivad% en el punta? (1/v/2,1/v2) es

dy| _ _Yv2_

dz | p 1/+/2
Notamos gue en los puntos cgr= 0 la derivada se indetermina, de modo que
ahiy no es funcion diferenciable de

2. Determina bajo qué condiciones la relaci@éfi¥ + y — 1 = 0 define ay como
una funcion diferenciable de y en ese caso encuentte/dzx.
DefinimosF(z,y) = ze™ + y — 1, de modo quer, = zye™ + ey
F, = z?¢™ + 1. LarelacionF (z,y) = ze™ +y — 1 = 0 define ay como
una funcién diferenciable de en aquellos puntos sobre la curva tales que
F, = 2%¢™ + 1 # 0 (que en este caso siempre se cumii@)ese caso,

dy  F,  wye™ + e

de — F,  a?ew4+1
3. Demuestra que, a lo largo de una isocudhta, K) = Q) (o =cons) de una

funcion de produccién) = P(L, K) se cumple la relaciop — = —=

i~ Px (tasa

marginal de sustitucion técnica).
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Capitulo 3 Diferenciacion
SeaF(L,K) = P(L,K) — Q. LarelacionF(L,K) = P(L,K) — Qo =0
define a’ como una funcion diferenciable de si Fix = Px # 0. En ese caso,
K  F, P
dL Fx Py

Ie

isocnanie

PLE) = o

L

Caso 2.Queremos encontrar las derivadas parci@le®x y 9z/9y, si la
ecuaciont'(z, y, z) = 0 define az como una funcion implicita, diferenciable, de
y y. Para ello, vamos a suponer gliéz, y, z) = 0 es la superficie de nivel = 0
de una funciénu = F(z,y, z) enR*. Asi,

w=F(z,y,2) =0

w = Flx yz)
ow O0F OF 0z 0z
ow O0F O0F 0z 0z
—— 4t ——=F,+F,— =0
dy oy ozay T oy
0z F, 0z F, ¥ Y

%__E7 a—y: FZ'

Teorema.Si F'(z, y, z) es diferenciable, y la ecuacid(z, y, z) = 0 define az
como una funcion implicita, diferenciable, de 1y, entonces

0z F, 0z _F

% - _Ev a_y - sz
en todos los puntos de la superfi¢iéz, y, z) = 0 en donder’, # 0.

Este teorema permite determinar facilmente las derivadesabesoz /0 y
0z /0y en una relacion implicitde la formal'(x,y, z) = 0, siempre y cuand@’
sea diferenciable y su derivada pardialno se anule en el punte, y, z). Este
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3.4 Diferenciacion implicita

resultado es muy util, ya que podemos encontrar las desvad@z y 0z /0y sin
necesidad de conocer la funciétx, y).

Ejemplos:
1. Determina bajo qué condiciones la relacian- In z = = + y define az como
una funcion diferenciable dey y. En ese caso, encuentta/ox y 0z/0y.

DefinimosF (z,y,2) =yz —Inz —x — y. Asi, F(z,y,2) =yz—lnz=x 4y
define az como una funcion diferenciable dey y en todos los punto&e, v, 2)
tales queF, = y — 1/z # 0, es decir, en todos los puntos de la superficie en
dondeyz — 1 # 0. En ese caso,

%__&__ —1 B 2
or  F, y—1/2) yz—1

0 Fy__( z—1 >:z(1—z)

9y F. \y-1/z) yz-1'

2. Determina sBze¥* — ye™* — 1 = 0 define az como una funcion diferenciable
dezyy, en el puntaP(1,2,0). De ser asi, calculdz/0z y 0z/0y en P.

DefinimosF' (z,y, z) = 3ze¥* — ye™ — 1. COmoF, (z,y, z) = 3xye¥* — xye™,
por lo tantoF,(1,2,0) = 4 # 0, de modo que la relaciGre?* — ye™ — 1 =0
si define & como una funcion diferenciable dey y cerca del puntd(1,2,0).
Finalmente, como

0z F,  3e% —yze™
0r  F,  zy(3ev: —e*?)’
0z = F,  3wze¥* —e™*
- F T B o
por lo tanto
oz| 3 oz| 1
oo, " 1Y oyl "7

3. SeanD(p,w) y S(p,t) las funciones de demand®] y de oferta () de un
bien, en términos del precjode éste en el mercado, el salatiy el impuesto
t sobre el producto, y en donde sus derivadas parcialesasatigd, < 0,
D, > 0,5, >0yS; <0.Sien el equilibrio se cumpl®(p, w) = S(p, 1),
determina bajo qué condiciones la relacion de equilibritndeap como una
funcién diferenciable de las variablesy ¢, y en ese caso encuentra expresiones
paradp/owy dp/ot.
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Capitulo 3 Diferenciacion

Podemos escribir la condicion de equilibrio coi¢p, w) — S(p,t) = 0,

de modo que definimog'(p, w,t) = D(p,w) — S(p,t). Asi, la relacion
D(p,w)—S(p,t) = 0 define g como una funcion diferenciable de las variables
wy t, enlos puntos tales que,(p, w, t) = D,(p,w) — S,(p, t) # 0, es decir, en
todos los puntos en donde,(p, w) # S,(p, t). En ese caso,

op _ Fo__Dv _ Do _,
ow F, D,—-S, S,—-D, "

w__F__(=S) __ S
o0  F, D,—S, D,—8,
Es interesante notar como hemos podido deducir este r@s@émneral, aun sin
conocer la forma explicita de las funciones de demanda yeteaof

En el caso general de una ecuacion que relaciona a mas datiasdes el

teorema de la funcion implicita se generaliza de la sigaierdnera.

Teorema. Si F(xy,zs,...,2,, w) €s diferenciable, y la ecuacion
F(z1,x9,...,2,,w) = 0 define aw como una funcion implicita, diferen-
ciable, dexy, o, ..., z,, €ntonces

ow F,. ,
oz, =5 1=1,2,... n,
K w

en todos los puntos de la hipersuperfigigry, 2o, . . ., z,, w) = 0 para los cuales

F, #0.

3.5 Derivada direccional y vector gradiente. Recta normal ylano

tangente

En la seccion 3.1 definimos el concepto de derivada parciahdefuncion

f como la razon de cambio instantaneafdeon respecto a cada una de sus
variables independientes, manteniendo las otras fijaa. e funcionf(z, y)

de dos variables, la derivada paraigl/0x representa la derivada deen la
direccioni, mientras qué f /Jy es la derivada d¢ en direccionj. A continuacion
generalizamos el concepto de derivadafdéomando en cuenta cambios
simultaneos entre sus variables independientes, esto esaiuier direccion
arbitraria del plana:y. A esto se le conoce como la derivada direccionaf de
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3.5 Derivada direccional y vector gradiente. Recta nornmago tangente

La derivada direccionalD f) ,, de una funciore = f(z,y) en un punto
Py(zo,1y0) de su dominio representa la razén de cambig @elo largo de una
direccion arbitraria: en el planary, a partir der.

z

g
i
TRl
Para calculafD, f) 5, €s necesario determinar el cambio que experimenta la

funcion z = f(x,y) cuando el puntd®(xo, yo) S€ mueve en linea rectéam la
direccionu = wu;7 + uyj hacia otro punto cercan®(z, y), con

To + UpS
= Yo+ us, seR.

Folxa.vn)

Definicion. La derivada direccional D; f) 5, de una funcion diferenciable
f en un puntoFy(zg,yo) de su dominio, en la direccion del vector unitario
U = uq? + ugj, €S el numero

Y

df — lm f(xo + suy,yo + sus) — f(zo,yo)
Py s—0 S

Dy ==
( f)PO (ds
siempre que este limite exista.

El calculo de la derivada direccional a partir de la defimcanterior no
resulta practico en general (puedes ver un ejemplo en el agdtimney). Para
reescribir la derivadédf /ds), , en términos de una expresion mas facil de
calcular utilizaremos la regla de la cadena. Tomando entawgrez = f(z,y),
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Capitulo 3 Diferenciacion

conz = x(s) =z +u1s Yy = y(s) = yo + uss, Se tiene

Az

_ (AN _ (9N dm (OF\ dy
(Daf)PO - (S)ﬁ7po_(ax)]30 d5+(3y)p0 ds’
e
N (893)13()U1+<834>Pou2
B [(%)powr (%)po j] (Wi + uzj)

Esta ultima expresion puede simplificarse, introducieadiefinicion de vector
gradiente d¢'.

Definicion. El gradientede una funcion diferenciablg(z, y) en cada punto
interior de su dominio es el vector
Of(z, of(z,y) .
Hayy) o 0f(x.y) i

Vf(z,y) = e o

El simboloV se conoce como “nabla” y la notacidnf se lee “gradiente d¢”
0 “nabla def”. En términos de este vector, la derivada direccional sel#ica
como lo establece el siguiente teorema.

Teorema. Si las derivadas parciales déx, y) estan definidas en el punto
Py(zo,y0), €NtONCES

(Daf)p, = Vf(zo,y0) - 0.

Nota que en los casos particulates- i o u = j la derivada direccional se
convierte en las derivadas parciales, es decir,

(Dif)p, = (%)P (Dif)p, = (g—;‘)P
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3.5 Derivada direccional y vector gradiente. Recta nornmago tangente

Ejemplos:

1. Calcula el vector gradiente de la funciffx, y) = xe? en el puntaFy(3,0).
Como f,(z,y) = ey f,(z,y) = ze¥, por lo tanto el vector gradienté f en
cada puntdz, y) esta dado por

Vi, y)=¢eYi+ ze¥ ]
De esta manera, el vector gradientefden el puntaF;(3,0) es
V£(3,0) = i+ 3]

2. Calcula la derivada direccional dézx,y) = xe¥ en el puntaFy(3,0), en la
direccion del vectord = 4i — 3.

De acuerdoqcon el ejercicio anteri®ff(3,0) = i+ 3j. Por otra parte, el vector
unitario deA es

o

A: =

-
57"

|
ol

De esta manera, la derivada direccionalfden el puntoF, en la direccion del
vector A esta dada por

A . . 4 . 3. 4 9
(DAf)pO =V/[f(3,0)- A= (i+3)) - (g Z—gj> =5 5 -1
Esto significa que, al cambiar el puntp hacia otro punto muy cercano en la
direccion deA, la funcionf decrece aproximadamente ennidad.

Significado geométrico del gradiente

De acuerdo con su definicion, el gradiente de una funcidR’ees un vector
enR?, esto es, el gradiente dees un vector que habita en el dominio tleEste
vector tiene un significado geométrico muy interesante cceendescribe en los
dos teoremas enunciados a continuacion.

Teorema 1 Seaz = f(z,y) una superficie efR3. En cada punto interior
P(z0,y0) del dominio def, el gradientéV f(xg, o) €S un vector perpendicular a la
curva de nivel de¢f que contiene &.

¥
v
Vftxo.70) /

curve de nivel de f
gue pasa par (Xg.yo)
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Capitulo 3 Diferenciacion

Demostracion:

Supongamos que cada curva de nifet,y) = ¢, de la funcionf puede
escribirse en forma paramétrica como

T(t) =g(t) i+ h(t) J,
endonder = g(t) y y = h(t).

¥

curva de nivel
() flxy) = e

0

X

Asi, la curva de nivef (z,y) = ¢, obedece la ecuacion
Fg(8), h(t)) = co.

Derivando ambos lados de esta ecuacién con respecto algtandnse tiene

4(g(0),h(t) _ deo

=0 Axy)
dt dt
_0fdg Ofdh
"8xdt+8ydt_0
(Of. Of. dg. dh )\ x = glf)
"<8xz+8y‘7> <dtz+dtj)—0
es decir,
dr ¢
Vf-%—o.

De esta manera, el gradieriie’ en cada punt@ es perpendicular al vectdr/dt,
gue es tangente a la curva de nivel en ese punto. En otrasgmlabgradiente
V f(x0, y0) €S un vector perpendicular a la curva de niveffdpie contiene &.

v Vi

drids

!

crrva de nivel
Az.y) = ca

X
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3.5 Derivada direccional y vector gradiente. Recta nornmago tangente
Ejemplo:

Encuentra un vector perpendicular a la curva de nivel 1 de la funcion
f(z.y) = 2® + y enlos puntos(1,0), Q(1/v2.1/v/2) y R(0,1).
El gradiente de la funcion en cada punto de su dominio es &wvec

Vi, y)=2xi+ 2y ).
Por lo tanto, un vector perpendicular a la curva de nivel 3> = 1 de f en los
puntosP, Q y R es, respectivamente,

Vip=2i Vflg=-rit-=j Vflz=23

=

Teorema 2. Seaz = f(z,y) una superficie el®?, y seaf(z,y) = co la curva
de nivel def que contiene al punto interid?(z,, yo) del dominio def. Entonces
el vectoer|(I07yO) apunta en la direccién en la quecrece mas rapidamente a
partir del puntoP(z, yo)-

Demostracion:

Reescribimos la derivada direcciorda} f como

Daf =V f-a =|[V[f]l [|all cos® = |[V[]] cos,

en dondé& es el angulo entre el vect&f f, que en cada punto es un vector fijo, y
el vector de direccion, que es arbitrario. ComD; f esta dado por un producto
escalar, su valor y su signo dependen del angulo entre estogedtores. Asi, para
angulos entr® y 7/2 la derivada direccional es positiva y para angulos entte

y m ésta es negativa. Si el angulo relativorgg, la derivada direccional es cero
esto significa que la funciofino cambia en la direccién perpendicular al gradiente
V f, es decir, a lo largo de una curva de nivelfde
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Capitulo 3 Diferenciacion

De lo anterior se desprende que

IV < Daf <[IVfIl.

De esta manera, el valor méaxirde D, f esta dado po|iV f||, y éste se alcanza
cuandou apunta en la misma direccion y sentido= 0) que el gradient&’ f.

Vf (fo)
Dgf = [¥A)

curva de nivel

Correspondientemente, el valor minimeD, f esté dado por ||V f||, y éste se
alcanza cuando apunta en el sentido opuestb= =) que el gradient&/ f.

Vel pyem)

curve de nivel

{ %

Asi, el gradiente de una funcidnen un punto dado apunta hacia la direccion de
maximo crecimiento dé en ese punto.

Ejemplos:

1. Encuentra la direccion en la que la funcifix, y) = zeY, en el puntaP(3,0):
i) crece mas rapidamente, ii) decrece mas rapidamente.

i) En el puntoP(3,0) la funcion crece mas rapidamente en la direccion del
Yectoer(?), 0) = i+ 3j, que esta dada par= ﬁ i+ = )
ii) En el puntoP(3,0) la funcion decrece mas rapidamente e

~

n la direccion del
vector—V f(3,0) = — i — 37, que esta dada peri = —\/% P — \/%

7
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3.5 Derivada direccional y vector gradiente. Recta nornmago tangente

. Encuentra la direccion en la cual la funciffx, y) = 2 — 2*> — y? crece mas
rapidamente en el puntB(1, 1). llustra tu resultado graficamente.

En el puntd’(1, 1) la funcion crece mas rapidamente en la direccion del vector
Vi@ y)lay = —221-2y jlq, = —21—2), dada por
2 2 1 I .
R TwT v
Como P(1,1) esta en la curva de niveP + y?> = 2 de la funcion

(correspondiente a = 0), el resultado anterior muestra que en ese punto la
funcidn crece mas rapidamente en la direccion perpendibataa adentro.

U=

¥

\Jﬁ x

X

. Encuentra la direccién en la cual la funcipfr, y) = 2 + y* crece mas
rapidamente en el punt®(1, 1). llustra tu resultado graficamente.
En el puntoP(1, 1) la funcién crece més rapidamente en la direccién del vector
V@)l = 220+ 2y jly ) =21+ 2 ), dada por

2 2 1 1
:ﬁszﬁj:Ez—l—ﬁj.
Como P(1,1) esta en la curva de nivel’ + y* = 2 de la funcién

(correspondiente a = 2), el resultado anterior muestra que en ese punto la
funcion crece mas rapidamente en la direccién perpendibataa afuera.

g

¥

7 4yE =2

\<'P§=l)
Jﬁ x

AR
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Capitulo 3 Diferenciacion

4. Encuentra la direccion de maximo crecimiento de una émde utilidad de la
formau(z, y) = 2'/2y"/2, 2,y > 0, en cada punto de sus curvas de indiferencia.
[lustra tu resultado.

Para cada canasta, y), el gradiente de la funciom estad dado por el vector

1oy\v2 . 1 (a\Y? .
e =3 (2)" 5 (5)

cuyas componentes son ambas positivas. Asi, para cadadaiindiferencia
x'/2y'2 = 4, el vector gradient&/« en cada punto apunta en la direccion
perpendicular mostrada en la figura.

I
u = xliZylz

= iy Wi

¥ 212pLZ = g

Recta normal y plano tangente

Generalizando los resultados anteriores, en el caso deino@ diferenciable
f:S CR"*— RenR""!, dada porw = f(zy,...,z,), el gradienteV f en cada
punto(zy,...,x,) € S es el vector

Vf:(ﬁ... 3f).

oxy 7 Oz,
Este vector elR™ es perpendicular a los conjuntos de nivel f{Jelados por
f(z1,...,x,) = ¢, que también habitan €. En particular, en el tema anterior

vimos que para una superficie= f(z,y) enR? el vectorV f es perpendicular a
sus curvas de nivef,(z,y) = ¢, enR?,

Siguiendo con este razonamiento, para una hipersuperfigief (z, y, z) enR*
el vectorV f sera perpendicular a sus superficies de niffl, y, z) = ¢, enR3.
Este hecho puede utilizarse para encontrar un vector narona superficie dada,
invirtiendo el argumento, de la siguiente manera. Nos@sieencontrar un vector
gue sea perpendicular a una cierta superficie

z = f(x,y).
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3.5 Derivada direccional y vector gradiente. Recta norn@ayio tangente

Para ello, basta con suponer que la superficie f(z, ) enR3 es el conjunto de
nivel w = 0 de la hipersuperficie

enR*, de modo que un vector normal a la superficie original seréigamente,

Vw = (wz,wy7wz) = (f:vufy7 _1)'

Teorema. Un vector normal a la superficie= f(z,y) enR? es el vector

(fa:>fy - 1)-

A partir de este teorema podemos encontrar facilmente lsscemes del plano
tangente y de la recta normal a cualquier superficie f (z, y) enRR?3, en cualquier
punto Py (g, yo, 20) de la superficie.

vacior normal,
paralelo a

(fxu{y - 1:'

plaro iangenie

superficie

z=fxy)

recta normcl

Asi, siz = f(x,y) representa una superficie BA. Entonces:
i) La ecuacion del plano tangentela superficie en el punt&,(zo, yo, z0) €S

Jo(0,v0)(® — x0) + fy(z0,y0)(y — yo0) — (2 — 20) = 0.

ii) La ecuacion de la recta normal la superficie en el puntd, (g, yo, 20) €S

Zo + fz(x07y0> t7
Yo + fy(To,%0) t,
z = z—t, teR.
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Nota que la ecuacion del plano tangente en el inciso i) puadbién escribirse
como

z = 29+ fe(w0,90)(x — w0) + fy(0, %0) (¥ — vo)
0, equivalentemente, como

z = f(wo,90) + fo(0,y0)(x — z0) + fy (%0, Y0) (¥ — Yo),

que es precisamente la linealizacibfx, y) de la funcionz = f(z,y) en el punto
(x0,Y0), que estudiamos con anterioridad.

Ejemplo:

Encuentra las ecuaciones del plano tangente y la recta har@superficie
z = f(z,y), conf(x,y) =9 — x? — y?, en el puntq(1, 2, 4).

En este casof,(z,y) = -2z Y f,(x,y) = —2y, de modo quef,(1,2) = —2
y f,(1,2) = —4. Por lo tanto, el vector normal a la superficie en el punto
dado es(—2,—4, —1). De esta manera, la ecuacion del plano tangente es
—2(x—1)—4(y—2) — (2 —4) = 0,0 bien

2z + 4y + z = 14.
Por otra parte, la ecuacion de la recta normal es

r=1-2t, y=2—-4t, z=4—t, teR.

Para finalizar esta seccion, cabe sefialar que un razonanaiedlbgo a este
ultimo puede aplicarse para encontrar las ecuaciones detlatangente y la recta
normal a una curva eR?, asi como las del hiperplano tangente y la recta normal a
una hipersuperficie éR"**, conn > 3.

3.6 Funciones homogeéneas. Teorema de Euler

Definicion. Se dice que una funciofixy, z,, . . ., z,,) eshomogénea de gradosk
satisface

FOz1, Az, Azn) = Nof(ay, 20, ... 2n), A €RY

122

D.R.© 2015, Lorena Zogaib



3.6 Funciones homogéneas. Teorema de Euler
Ejemplos:

1. La funciénf(z) = 22 es homogénea de grado 2, ya que
fQa) = (W) = Na? = Nf(2).
2. Lafunciénf(x) = = es homogénea de gradd, ya que
fOx) =) =2 = ().
3. Lafuncionf(z) = 2 es homogénea de gratpya que
fz)=2=X"-2=\0f(z).
4. Lafunciéonf(z) = 2 + 2x no es homogénea, ya que
fOz) = (\x)® +200x) = X2 + 2z # M f(x).
5. Lafunciénf(x,y) = 2%y es homogénea de grado 3, ya que

FOx, y) = (Az)® y) = \* (2%y) = N f(z,y).

3

6. Lafuncionf(z,y) = es homogénea de grado 1, ya que

Ty + y?
Az)? 33 x3
f(>\$c,)\y): ( ) 2 — 12 22:)‘ 2:)\f($c,y).
(Az) (Ay) + (Ay)” Az + Ay Ty +y
7. Lafunciénf(z,y) = e*/¥ es homogénea de grado 0, ya que
O, Ay) = eQD/00) = e2lv = \0et!v = \Of (3, ).
3
8. La funcionf(z,y) = " i ” no es homogénea, ya que
Az)? A3
fAz, \y) = ) = # N f(x,y).

(Ar) (Ay) + (Ay) Ny + Xy

9. Las funciones de produccion (utilidad) tipo Cobb-Dosdlér, 3) = 23” son
homogéneas de grado+ 3, ya que

FOx,Ay) = (Aa)* (Ay)” = A HFaoy® = X2 f (2, ).

Sia + [ > 1 se tiene rendimientos crecientes a escala,-si3 = 1 se tiene
rendimientos constantes a escala, y st 5 < 1 los rendimientos a escala son
decrecientes.
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Capitulo 3 Diferenciacion

10. El logaritmo de una funcién de produccién (utilidadptipobb-Douglas, a
saber,f(z,y) = In (2*y”) = alnz + SIny, no es una funcién homogénea, ya
que

F(0z, Ay) = In [()\x)a (Ay)ﬁ] = (a+B8)InA+ (alnz + Blny) £ N f(z,y).

Para entender el significado de la homogeneidad de una fyrstipongamos
que f(z,y) es la funcion de produccién correspondiente a los insumag, y
preguntémonos cual seria la nueva produccion si ambos gssenduplicaran, es
decir si fueran2z, 2y). En ese caso:

i) Si f fuera homogénea de grado 1, entont@s, 2y) = 2' f(x,y) = 2f(x,y),
es decir, la nueva produccion seria el doble de la original.

ii) Si f fuerahomogénea de grado 2, entonf@s:, 2y) = 2% f(x,y) = 4f(z,y),
es decir, la nueva produccion seria cuatro veces la original

iii) Si f fuera homogénea de grado 0, entontex, 2y) = 2°f(z,y) = f(z,v),
es decir, la nueva produccion seria igual a la original.

iv) Si f fuera homogénea de gradd, entoncesf (2z,2y) = 27 f(z,y) =
1 f(z,y), es decir, la nueva produccion seria la mitad de la original.

V) Si f no fuera homogénea, la nueva produccion no seria un muttela
original.

Teorema. Si f(z,y) es una funciébn homogénea de gradentonces
flz,y) =" f(1,y/z),
fe,y) =" fz/y,1).

Demostracion:

En el primer caso, considera que la variablgiega el papel del factoy,
de modo quef(z,y) = f (x(1),z (y/x)) = 2*f(1,y/z). El segundo caso se
demuestra de manera similar, tomando a la variglolemo el factor\.

Este resultado es de particular interés en economia. Asgjemplo, si
@ = P(L, K) representa la produccion en funcion del trabjp el capital K, y
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3.6 Funciones homogéneas. Teorema de Euler

si ésta es una funcibn homogénea de grado 1, entonces lacpi@alper capita
q = w puede expresarse simplemente en términos del capital pga ca
k = K/L de acuerdo con

g P(IZK) _ LP(lI,/K/L) ~ PO, K/L) = p(k).

Como caso particular, (L, K) = L'/*K3/*, entonces

_ LS (RN
L L '

Es decir, la produccion per capita es la funcidh) = £%/4.

q

Definicion. Seaf (#) una funcion definida en un dominie C R". Se dice que
f eshomotéticasi para todosr';, 7, € D y para todo\ > 0 se cumple

f(T1)=f(T2) = [fOT1)=fAT2).

Por ejemplo, si la funcién de utilidad z, y) de un consumidor es una funcién
homotética, entonces si a un consumidor le es indifereatgredntre dos canastas
— — .

T = (21,y1) Y T2 = (22,12), €S decir,

U(QZl, yl) = U(QEQ’ y2>7
entonces le seguira siendo indiferente si en cualquierastds eanastas los dos
bienes se aumentan en la misma proporcion, es decir,
u(Az1, \y1) = u(Az2, A\ys).

En otras palabras, una funcion de utilidad homotética pradas preferencias de
un consumidor.

(Axg, Aya)

(Axp, )

wlx,y)=c
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Capitulo 3 Diferenciacion

Teorema.Toda funcibn homogénea es homotética.

Demostracion:

Seaf homogénea de gradq y sean' y  tales quef (z) = f(v). Entonces

FOT) = N f(@) = N f () = FO),

y por lo tantof es homotética.

Es importante sefialar que no toda funcion homotética es gé@mnea. Por
ejemplo, dada una funcién homogénegoor ejemplo, la funcion de utilidad) su
logaritmo naturaln u no es una funcion homogénea, pero es facil demostrar que si
es una funcion homotética. La razon de ello sera evident&ua tde las siguientes
consideraciones.

Definicion. Se dice que(Z) es unaransformacion monotonica creciende
una funcion homogéneg z), si existe una funcion crecients, tal que

En otras palabras, una transformacion monotonica crecéntina composicion
de funciones de la formH(f (%)), en dondeff es una funcion crecientefyes una
funcion homogénea. Asi, por ejemplo, dada una funcion didadihomogénea
u(z,y), la funciénln u es una transformacion monoténica creciente.de

Teorema.Toda transformacién monotdnica es una funcién homotética.

Demostracion:

SeaF'(r¥) = H(f(¥)) una transformacion monotonica creciente de una funcion
f homogénea de gradg y seant y y tales quef(z) = f(v). De esta manera,
F(7) = F(y). Como

F(\Z) = H(f(\D)) = HO"f (%)) = HA"f(9)) = H(f(\9)) = F(\9),
por lo tanto,/" es homotética.
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3.6 Funciones homogéneas. Teorema de Euler

Asi, aunqueln . no es una funcion homogénea, sino mas bien una
transformacion monoténica de una funcion homogéness claro quén « sera
una funcidon homotética, preservando la caracteristicéedarIcanastas en una
misma curva de indiferencia hacia canastas en otra misraa derindiferencia, al
aumentar los bienes en una misma proporcion.

¥ ¥

(%, ) = const. Inwix, v = const.

Los resultados anteriores son validos para funciones esrgieaunque éstas no
sean diferenciables. En el caso particular de funcione®béneas diferenciables
existen teoremas adicionales, que son de gran interésdadtén economia, como
se muestra a continuacion.

Teorema. Las primeras derivadas parcialeg/oz, ,...,0f/0z, de una
funcion homogénea, diferenciablgxy, . . ., z,,) de gradak, son homogéneas de
gradok — 1.

Demostracion:

Seaf(xy,...,x,) una funcion homogénea de grakloPor lo tanto, para todo
A >0,
FOxy, Axg, .o Azy) = Nof (21, 20, .., 2).
Derivando con respectoza ambos lados de la igualdad= 1, . .., n, se tiene

0 0
axif()\:vl,)\xg,...,)\xn) = A@()\xi)

f()\xl, )\l’g, c. ,)\l‘n)

0
= M\ ax'f(:cl,:@, ey ),

de modo que

fOz1, Az, .. Apy) = )\k_lif(:nl,@, T
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Capitulo 3 Diferenciacion

Por lo tanto, cada derivada parcigl/0x; es homogénea de graéo- 1.

Ejemplo:

SeaP(L, K) una funcién de produccion homogénea de grado 1. Si se sabe
que P(150,50) = 550, Pr(150,50) = 3y Pk (150,50) = 2, calculaP (30, 10),
Pr(30,10) y Pk(30,10).

Como la producciorP es una funcién homogénea de grado 1, por lo tanto

P(30,10) = P <%(150), %(50)) _ (%)  P(150. 50) = %(550) 110,

Por otra parte, los productos marginalésy Px son funciones homogéneas de
grado 0, de modo que

P.(30,10) = PL( (150), 5(50))

( > (150, 50) = P1,(150, 50) = 3,

1
Pic(30,10) = Py { £(150). )
0

1
=N (g) P (150, 50) = Py (150, 50) = 2.

Una consecuencia del teorema anterior es que las curvagale@iuna funcion
homogénea tienen la misma pendiente a lo largo de puntosecerecsentran en
rectas que pasan por el origen. Es decif(si,y) = c representa una curva de
nivel de una funcién homogénea= f(z,y), entonces

dy
dx

_dy
dx

(Az,\y)
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3.6 Funciones homogéneas. Teorema de Euler

(Ax, 1)

curvas de nivel
(x.5) flx,y) = const.

i x

Para demostrar este resultado, supongamos guef (z, y) es una funcion
homogénea de gradoy consideremos la curva de niv{z, y) = ¢ que contiene
al punto(Az, \y). Seal'(z,y) = f(z,y) — ¢ = 0, de modo que, de acuerdo con el
teorema de la funcion implicita, se tiene

dy  BQx ) o N y)  feley) dy

dx (Az,\y) a fy()\l" )\y) a _)‘k—lfy(‘ruy) ; fy(fl),y) a dx (

z,Y)

Asi, si una funcion de producciGB(L, K') es homogénea, entonces la tasa
marginal de sustitucion técnic&;, /Py = —dK/dL, es constante a lo largo
de rayos que salen del origen. Este resultado es valido m@arsfarmaciones
monotonicas en general, y no solo para funciones homogéneas

Teorema de Euler.Seaf (x1,zs, ..., z,) una funcion diferenciable. Si es
homogénea de gradg entonces se cumplé- V f(¥) = k f(Z), es decir,

11 f1(T) + 22 foT) + - + 2, fu(T) = K f(T),
en dondef; = df /0x;, paratodal < i < n.

Demostracion:

Seaf(r1,z2, ..., x,) una funcion diferenciable. $ies homogénea de grado
entonces, para todo> 0,

FOTy, Azg, . Axy) = Nof (g, 2, ..., 1),
Derivando con respecto)aambos lados de la igualdad, se tiene

Of 0(Ax) af  O0(A\xy) 1
P — k o )
3()\x1) O\ + + a()\.an) O\ A f(flfl, x2, axn)
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Capitulo 3 Diferenciacion

Comod(Ax;)/0\ = z;, paratoda = 1,...,n, por lo tanto
of of
o0 T a0
Evaluando esta expresion gn= 1 se obtiene el resultado deseado.

= kN

T

Ejemplo:

Comof(x,y) = 2*y” es homogénea de grado+ 3, por lo tanto

xﬁ—l- 8f_

o Vo, " (az®™ty?) +y (B°y"™!) = (a + B2y’ = (a + B) [.
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Capitulo 4

Funciones concavas y cuasiconcavas

4.1 Polinomio de Taylor de orden 2. Matriz hessiana

El objetivo de esta seccion es introducir el concepto deimaéissiana, que
es una matriz de segundas derivadas parciales que se pataastablecer
la concavidad o convexidad de funciones diferenciablesaeas/variables.
A continuacion se motiva su definicion a partir de lo que secercomo
aproximacién cuadrética, o polinomio de Taylor de orden 2.

Comencemos con el caso de una funcion diferenciable en uiadheg
f:S — R, conS C R un intervalo abierto. Com¢ es diferenciable ef,
existe una recta tangente a la cugpva f(x) en cada punte € S, dada por

y = f(a) + f'(a)(@ — a).
Esto significa que para valores decercanos a podemos aproximar la
funcién f por sulinealizacionL, dada por

L(z) = f(a) + f'(a)(z — a),

gue estudiamos en la seccion 3.2. Esta es una funcion peéihdengradal
enz, y es tal que satisface

L(a) = f(a) ¥y L'(a)= f'(a),
es decir, en: = a las funcioned. y f toman el mismo valoy ademas tienen
la misma pendiente

¥ =fix)

v=Lx)

fla) =Lia) | - - - misma pendiente

QR enx=a
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

Cuandof es doblemente diferenciable énse puede construir una mejor
aproximaciéon parg’ que, ademéas de contar con las caracteristicas de la
aproximacion lineal, tenga la misma concavidae / enz = a. En otras palabras,
se busca una funcidh(z) que satisfaga

Py(a) = f(a), B(a)=f'(a) y PB"(a)=f"(a)

»=fx

y=Prx)
v =Lfx)
misma pendiente v

misma concavidad
enx=a

fla) =Lia) L - _ -

gt

|
|
a
Es facil verificar que una funcion que cumple estas condes@s

Pyla) = Jla) + f(@)e — @) + 5" (@)(e — a),

conocida como gbolinomio de Taylor de orden 2 generado pfrr) alrededor
dex = a. La funcién P, representa unaproximacion cuadraticae f cerca de
x = a. El factor% en el término cuadratico es necesario para que se verifique la
igualdad de las segundas derivad@sa) = f”(a). Nota que
1
Py(x) = L(z) +5f"(a)(x — a)’.

Se puede demostrar que, por lo general, la funcion cuadr@ties una mejor
aproximacion def que la funcion lineal..

Ejemplo:

Encuentra la linealizacioh(z) y el polinomio de Taylor,(z) generados por
la funcién f(x) = /= alrededor de: = 1. Utiliza estas funciones para aproximar
el valor dey/1.1 y compara los resultados obtenidos con el valor exacto.

La linealizacionL(x) y el polinomio de Taylo,(z) generados por una funcion
doblemente diferenciablgx) enz = 1 estan dados por

L) = fO)+fO) - 1),
Pa) = J()+ F ()@ —1)+ 50/ 0)@ — 17
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4.1 Polinomio de Taylor de orden 2. Matriz hessiana

En particular, para la funciofi(x) = /= se tiene

)= VL P =52y 10 = —ﬁ

de modo que

L(z) = 1+ %(:c —1),

Pyz) = 1+%(m—1)+%(—%) (z— 12

De esta manera, las aproximaciones lineal y cuadraticafded#n f(z) = \/x
alrededor de: = 1 son, respectivamente,

1
(\/E)lineal ~ 1+—(I—1),

2
(Vo). o~ 14 %(a: - %(a: )

Q

Se tiene, entonces,
1
(\/1.1> 1+5(11-1) = 1.05,
1

1
(\/1.1> ~ 1+ 5(L1=1) = (11— 1) = 104875,

cuad

lineal

Compara estos resultados con el valor exactgy’tié, dado por

V1.1 = 1.048808848 ... .
Es claro que la aproximacion cuadratica1.1) g Obtenida deP(z) da un

CU

resultado més exacto que la aproximacion lifgdl.1),  obtenida de.(z). La
razdn geomeétrica de este hecho se ilustra en la siguienta figm donde estan
graficadas las funciones= /=,y = L(z)yy = P»(z). Aunque las tres
funciones son tangentes en el pufitol ), observa que sol&(x) preserva la

concavidad de la funciégx en ese punto.

¥

y=1Lx)

y=Jx
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

La aproximacion cuadraticB (z) para funcioneg doblemente diferenciables
es muy importante en el tema de optimizacion, puesto qugmrb sle la segunda
derivadaf” enx = a determina la concavidad dfeen ese punto. Para precisar esta
idea, supon que la funciohposee un valor extremo local (maximo o minimo) en
x = a, de modo qug’(a) = 0. En ese caso, la aproximacion cuadraticg ge se
reduce a

f(&) = Po(e) = fla) + 5" (@)(w — )"

Introduciendo la notaciothx =z —ay Af = f(x) — f(a), Se tiene

Af 2 f"(a) (Aa)?.
Si f”(a) > 0 entoncesAf > 0, por lo quef se incrementa a partir dga).
Como se observa en la figura de la izquierda, esto implica/diene un minimo
enx = a, de modo quef es convexa en ese punto. Por el contrarig,’¢i) < 0
entonces\ f < 0, por lo quef disminuye a partir d¢'(a). De acuerdo con la
figura de la derecha, esto implica gfitiene un maximo en = a, de modo qu¢g
es concava en ese punto.

¥y Va

fla)

Ax)
fx) +

Ra)

fay=0 Fl@<0

= f convexa en x =a = f cdncava en x =a

El criterio de la segunda derivada para funciofiete una variable se resume,
entonces, de la siguiente manera:

i) f/"(a) > 0= fesconvexaenm = a,
i) f"(a) < 0= fescéncavaen = a.

Los resultados anteriores pueden extenderse al caso desnciarnf
diferenciable de dos variableg,; S — R, conS C R? abierto y convexo. Comg
es diferenciable ef, existe un plano tangente a la superficie: f(x,y) en cada
punto(a,b) € S, dado por

2= f(a,b) + fula, b)(z — a) + f,(a,b)(y = D).
134
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4.1 Polinomio de Taylor de orden 2. Matriz hessiana

Esto significa que para aquellos punfosy) cercanos &a, b) podemos aproximar
la funcion f por sulinealizacionL, dada por
L(z,y) = f(a,b) + fa(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y — b),
gue estudiamos en la seccién 3.2. Esta es una funcién poiihdengrado 1, y es
tal que satisface
L(a,b) = f(a,b), Lu(a,b) = fu(a,b) 'y Ly(a,b) = fy(a,b),

es decir, erjz,y) = (a,b) las funciones. y f toman el mismo valoy ademas
tienen_el mismo vector normak’ = (f.., f,, —1).

=1

z = fixy)

Cuandof es doblemente diferenciable énhes posible construir una
aproximacion cuadraticd)(x, y),que presente la misma concavidgee f en
(z,y) = (a,b), estableciendo la igualdad de todas sus derivadas pardalerden
2. Es facil verificar que una funcion que satisface estas cardis es

Py(z,y) = fla,b) + fo(a,b)(z —a) + fy(a,b)(y — D)
+% [fxw(a? b)(x — a)2 + 2fry(a,0)(x — a)(y — b) + fyy(a,b)(y — b)g} )

conocida como gbolinomio de Taylor de orden @enerado po¥ (z, y) alrededor
de (z,y) = (a,b). Tomando como base esta aproximacion, a continuacion

desarrollaremos un criterio para establecer la concavatzd de /, dependiendo
del signo de las derivadds,, f,, Y f., en el puntaz,y) = (a,b).

Para ello, supongamos que la funcifmposee un valor extremo local en
(x,y) = (a,b), de modo qu¢,(a,b) = f,(a,b) = 0. En ese caso,

f($>y) ~ P2($>y)
= f(ab) g [fer B — 0)? 2y 0, D)x — )y~ )+ oyl D)y — b)),

Introduciendo la notacioz = x —a, Ay =y —by Af = f(x,y) — f(a,b), se
tiene

Af ~ % (S, b) (Ax)* + 2fa, (0, D) (A2) (Ay) + fyy(a,b)(Ay)*] .
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

Claramente, el signo d& f esta determinado por el signo de las segundas derivadas
parciales, pero no de una manera directa como en el caso derfaa de una
variable.

Para encontrar condiciones suficientes sobre el sigabfdeartimos de

20f & fuo (Ax)” + 20y (A2)(Ay) + fiy (Ay)?,

en donde, para simplificar la notacién, hemos omitido quédsivadas parciales
estan evaluadas €n, b). Ahora multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por
[z (0 bien, porf,,, si f,, = 0), obteniendo

2fueNf & fry (A2)* 4 2 g fuoy (A2) (Ay) + fan fyy(Ay)?.
Luego completamos cuadrados en el lado derecho de la enyacié

2f0eDf R o (B2) + 20 fu (D) (D) + f2, (Ay)* + [fuw Sy (DY) = 7, (Ay)"]
= [for (A2) + Lo (AY)]* + [faafyw = Fa] (Ay)*.
Por dltimo, dividimos ambos lados de la ecuaciondfiyr., obteniendo

[f:r:r (A$) + fmy(Ay)]g + [fa:a:fyy - a?y} (Ay)2

Observamos que la condicigi, > 0 Yy fo.fyy — 3y > 0 en(a,b) es suficiente
para garantizar quA f > 0 a partir de ese puni@iguiendo un razonamiento
analogo al caso de una funcién de una variable, se tienecsguef es convexa
en(a, b). Similarmente, la condiciofi,, < 0 Y foufyy — §y > 0en(a,b)es
suficiente para garantizar qief < 0 a partir de ese puniae este modof es
concava effa, b). Se llega entonces a las siguientes condiciones de sufiienc

Af ~

) foe > 0Y foufyy — ﬁy > 0en(a,b) = f esconvexa efu,b),
i) for < 0Y foufy — fo, >0en(a,b) = fesconcava efu,b).

Los resultados anteriores pueden expresarse de una maagrsimple,
utilizando un lenguaje matricial. Para ello, primero regseos la expresion

AS 25 ool 6) (M) + 2 (0, 0)(A2) () + fy(a, D) (D)

como un producto de matrices, de la forma
fxx(a'ab) fx (a, b) ) ( Ax )
Az A y
( ! Y ) ( fay(a,b)  fyy(a,b) Ay
T
(&)1 ().
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4.2 Funciones concavas y funciones convexas

-— Az . —\T
en dondeAxz= ( ) es el vector de mcremento@xx) es su transpuesta y

Ay
H= v,
< fffy fyy
es la matriz de segundas derivadasfd®valuadas en el punia, b), conocida
comomatriz Hessianale f. Nota que el determinanté/| de H esta dado por

2
|H| = fxzfyy - Jay
gue es precisamente uno de los términos en las condiciofieesies que

desarrollamos con anterioridad. De esta manera, dichaBobomes suficientes
pueden expresarse en términos de la matriz hessiaa@f, como:

i) fex > 0y |H|>O0en(a,b) = fesconvexaefu,b),
i) fz= < 0y |H|>O0en(a,b) = fesconcavaefu,b).

4.2 Funciones concavas y funciones convexas

En esta seccion formalizamos el concepto de concavidadwexioilad de una
funcién, que reviste de gran interés en el tema de optiminagée funciones.
Iniciamos el tema presentando las definiciones de funciGnas@ y de funcion
convexa, que son validas aun para el caso de funciones merdifables.

Definicion. SeaS C R™ un conjunto convexo, y sef: S — R. Se dice quef
es unauncién concavai para todosr |, = €S se satisface

FUT1+ 1 =0)T5) > tf (T1)+ (L—1t)f (72),

para todo nimero € [0, 1]. La funcion esestrictamente concaw la desigualdad
es estricta, parac (0,1)y 7’1 # 7 ».

Funcidn estrictamente céncava L e

w=fix) A
frxfl +l-8x,)

f(xl_i ------

rff.{f\lfz—ff—:)fr}\z; _______ AR RRERE H
e i

><
M

=

+

=

& freemmmee g
=)

(%]

“

o

ML
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

En otras palabras, una funcion es céncava si la recta queuatesquiera dos
puntos de su grafica queda por debajo de la grafica, o en laagnaéim nunca
por encima de ella. Si la recta queda siempre por debajo d@fiaay la funcion
es estrictamente convexa. Nota que este argumento es ealigeneral para
superficies o hipersuperficies, como se ilustra en la sitgifeyura.

fumcion concava

z=flx.y)

Definicion. SeaS C R™ un conjunto convexo, y sef: S — R. Se dice quég
es unauncion convexa ef si para todosr's, 7 »,€S se satisface
FAT 1+ 1 =0)7) <tf(T1)+ 1A =0)f(T2),
para todo nimere € [0, 1]. La funcion esestrictamente convea la desigualdad
es estricta, parac (0,1)y 7', # Ts.

Funcion estrictamente convexa Funcidn convexa
w 35
w=ix)
& w=f%)
T fix)
S
f’{xl_J """" !
Y fltx, +d4x,)
: ' |
X3 xlﬂ’f-f) Xy X, ¥ %
Ejemplo:

Demuestra que la funciéfi(x) = |z| es convexa no estricta.

Seant,, z5 € Ry seat € [0, 1]. Entonces
fe+ (1 —=t)zs) = |ty + (1 —1t)xs|
[tx1] + |(1 —t)z2|  (desigualdad del triangulo)
t| |x1| + |1 — t| |x2| (propiedades del valor absoluto)
= tlz|+ (1 —t)|ze] @E>0y 1—t>0)
tf (1) + (1 = 1) f(z2).
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4.2 Funciones concavas y funciones convexas

De esta manera,

ftey+ (1 —=t)zg) <tf(z1)+ (1 —1t)f(xe).

X1 X2 x

Teorema.SeaS C R” un conjunto convexo. Seafig : S — R funciones
céncavas ey y sean € R.

a) Sia > 0, entoncesy f es concava.

b) Sia < 0, entoncesyf es convexa.

c) f + g es concava.

d) Sih : S — R es una funcion lineal, entoncgst h es concava.

e) Seah : Y — R una funcion céncava y creciente, tal qfig5) C Y C R.
Entonces o f es céncava.

Por ejemplo, siP(L, K') es una funcién de produccion concava y 0 es el
precio del bien, entonces el ingresB(L, K') es una funcion céncava (inciso a).
Asuvez, siC(L, K) = wL + rK es una funcion de costos lineal, tambié@’ es
lineal; asi, la funcién de beneficid = pP(L, K) — C(L, K) es concava (inciso d).
Por otra parte, si es una funcién de utilidad concava, la composidiom también
lo es, ya quén x es una funcion concava y creciente (inciso e).

Claramente, hay funciones que no son concavas ni son canutekes como
f(x) = 2*, mientras que hay funciones que son tanto céncavas comexasno
estrictas), como ocurre con las funciones lineales (recpanos):

¥ ’3 ¥
¥ = mxto

e

x x

ni concava, ni convexa cORCava ¥ convexd
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

En el caso particular de que la funcidrsea diferenciableg de clase”!, se
puede demostrar qu& z’) es una funcién cdncava en su dominio si y sélo si su
grafica nunca esta por encima de su linealiza¢iém’) (recta o plano tangente).

:ﬂ 16 o= Lfeg)
y=1t \
== fixy)
\\\
hY

X2 %)

Analogamentef (z') es una funcién convexa si y solo si su grafica nunca esta por
debajo de su linealizacioh( ).

B S L )

/ i
3 =f’X,‘/'ﬂ 2= foy)
i
=
7y =Lx)
e z=Lxy)

A%)=L(%)

Para enunciar estos resultados de una manera formal,ibé®ecr la linealizacion
L(z,y) de una funcion de dos variable&x, y), alrededor del punt6r,, o), como

L(z,y) = f(x0,90) + fz(0,%0) (@ — z0) + fy(x0, %0) (¥ — vo)
= f(zo,%0) + (fz(20, Y0), fy(@0,90)) - (* — 20,y — ¥0)
= f(@o,%0) + V. f(z0,40) - (€ =20,y — y0),

en dondeV f(xg, yo) denota el gradiente déevaluado en el puntfr, yo) . Por
dltimo, introduciendo la notacion” = (z,y) y = o = (20, y0), S€ Obtiene

L(7) = f(To) + Vf(Zo) - (T —T).
La ventaja de esta Ultima expresion es que no esta limitadatares efik?, sino
gue es valida para vectores en el espacio gefiéral

Teorema. SeaS C R™ un conjunto abierto y convexo, y s¢a S — R, con
f € C*(S). Entonces,
a) f es concava ef < paratodosz’, 7 €S

F(@) < f(To)+ V(@) (T —70).

—

T 065

F(@) = f(To)+ VI(To) (T — 7).

Si las desigualdades son estrictas, entorfces estrictamente concava o
estrictamente convexa éh

b) f es convexa el < para todosz’,
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4.2 Funciones concavas y funciones convexas

Mas particularmente, en el caso de una fundgi@oblemente diferenciable
de claseC?, existe un criterio aun mas simple para establecer su citache
convexidad. Este criterio se enuncia en el siguiente temrgrasta basado en el
signo de los elementos de su matriz hessidna matriz de las segundas derivadas
de f, como se justifico en la seccion 4.1.

Teorema. SeaS C R? un conjunto abierto y convexo, y s¢a S — R, con
f € C?(S). Entonces

a) for <0Y feufyy — f2, >0 enS = f es estrictamente concava gn

b) fix >0Y fuufy — [;, >0 enS = f esestrictamente convexa gn

C) fuxfyy — §y <0 enS = f noesconcava ni es convexa.gn
Ejemplos:

1. Analiza la concavidad dg(z, y) = —22% — 3y? en cada puntér, y) € R
La matriz Hessiana d¢ en cada punt¢z, y) es
H(z,y) = vl = )
(2,9) ( For o 0 -6

Comof,, = =4 <0y |H| = forfyy— [2, = 24 > 0, por lo tantof es

Ty
estrictamente concava, para todosy) € R2.

2. Analiza la concavidad d&(z, y) = z* + y* + xy en cada punt@z, y) € R
La matriz Hessiana d¢ en cada punt¢z, y) es
 )-(32)
H(z,y) = V) = .
(I y) ( fzy fyy 1 2

Como for =2 > 0Y |H| = feufy — f2, = 3 > 0, por lo tantof es

Ty
estrictamente convexa, para todesy) € R?.

3. Analiza la concavidad dg&(z, y) = 2? — 3? en cada puntéz, y) € R2
La matriz Hessiana dg¢ en cada punt¢z, y) es

e (2 7 ) = (0 )

Como fue =2 > 0Y |H| = faufyy — f2, = —4 < 0, por lo tantof no es ni
concava ni convexa eR?.
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

4. Analiza la concavidad(z, y) = z* + y* en cada puntéz, y) € R2.

La matriz Hessiana d¢ en cada puntéz, y) es

e = (5 52) (% 0)

Comof,, =6z Yy |H| = foufyy — §y = 36xy, Se tiene qug es estrictamente
convexa en el cuadrante(t > 0,2y > 0), estrictamente concava en el
cuadrante Iz < 0,zy > 0), y ni concava ni convexa en los cuadrantes Il y IV.

De manera global, decimos qiieno es concava ni convexa &i.

Un hecho interesante sobre el teorema anterior es que edatena—-
y no de la forma<=- . Esto es, hay funciones estrictamente concavas o
convexas que no satisfacen las desigualdades estrictesodaia. Por ejemplo,
f(x,y) = 2* + y* es estrictamente convexaBh, como puede demostrarse a partir
de la definicion. Sin embargg,; = 0Y f..fyy — f7, = 0 evaluadas ef0,0) . El
siguiente teorema establece condiciones necesarias estéken relacion con la
concavidad/convexidad y los signos de las segundas dasyadn en el caso con

fa:x =00 fa:a:fyy - a?y =0.

Teorema. SeaS C R? un conjunto abierto y convexo, y s¢a S — R, con
f € C*(S). Entonces
a) for 0, fuy SO Y foufyy — f7,>0€nS & fesconcava ef,
b) fox 20, fyy =0 foufyy — [;, = 0€NS & fesconvexaen.

Compara cuidadosamente este teorema con el anterior (m@t@qi entra en
escena el signo dg§,, la implicacion es del tipe= en lugar de=-, y ademas ya no
se trata de concavidad/convexidad estricta.

Ejemplos:
1. Analiza la concavidad de la funcidiz, y) = y>.

Nota que la funciérf(z,y) = y* describe un cilindro parabdlico que corre a lo
largo del ejer, de modo que la funcién es convexa, pero no estrict&’en
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4.3 Funciones cuasiconcavas y funciones cuasiconvexas

2 N
z=y" i(xlibre)

x

Este resultado es consistente con las condiciones neaxedarsegundo orden
para la matriz hessiana correspondiente,

foe  [a ) (0 0)
H(x,y) = g = ,
(2, y) (fxy i 0 2
endondef,, =0>0, f,, =2>0Y faufyy — f2, =020,

zy
2. Analiza la concavidad de la funcidiiz, y) = 2z + y.

Nota que la funciory (z, y) = 2z + y describe un plano, de modo que la funcién
es concava y convexa a la vez (obviamente, no estricta) &3.dfste resultado
es consistente con las condiciones necesarias de segutedopara la matriz
hessiana correspondiente,

2N
H ) = v - Y
(z,y) ( For o 00
ya que al self,, = fyy = faoufyy — 3y = 0 entonces se cumplen las dos

condiciones del teorema anterior.

La generalizacion de los dos teoremas anteriores paraebeasinciones de
tres 0 mas variables puede consultarse en el Apéndice B.

4.3 Funciones cuasiconcavas y funciones cuasiconvexas

Ademas de las funciones céncavas y convexas, existe otralédunciones
denominadas cuasicéncavas y cuasiconvexas, que tambistemede gran
importancia en el tema de optimizacién. Antes de presestas diltimas, es Uutil
introducir primero la siguiente definicion.
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

Definicién. SeaS C R"™ un conjunto convexo. Segh: S — Ry k € R.
a) Elcontornode f enk es el conjunto
Cr(k) ={7 e S|f(7) =k}.
b) El contorno superiode f enk es el conjunto
CSy(k) ={T € S|f(T) > k}.
c) El contorno inferiorde f enk es el conjunto
Cly(k) ={7 € S|f(T) < k}.

El contornoC (k) es lo que denominamos en la seccion 2.2 como conjunto de
nivel, o curva de nivel en el caso de funciorfesR? — R. Asi, por ejemplo, en el
caso de una funcion de utilidadz, i) correspondiente a la canasta de dos bienes
(x,y), el contornoC,(up) €s la curva de indiferencia

Cu(uo) = {(z,y) € RY | u(z,y) =uo },
mientras que el contorno superioiS, (ug) representa las preferencias del
consumidor,

CS,(ug) = {(x,y) € ]R%r | u(z,y) > ug} y
dadas por las canastas que le generan una utilidad mayoalajiggu.

s
u

c
u
cI /cw'va de indiferencia u = 4,
u

x

Nota que los contornaS Sy (k) y CI;(k) son subconjuntos del dominio giey
ambas regiones contienen al contodk). Para determinar las region€s (k)
y C1;(k) basta con resolver la desigualdad correspondiente a sucit@firExiste
una manera alternativa, que consiste en identificar sol@n@icontornaC/; (k)

y graficar en él el vector gradien¥f, que necesariamente apuntara hacia el
contorno superio€'S¢ (k).

v

co

Cy
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4.3 Funciones cuasiconcavas y funciones cuasiconvexas

Ejemplos:
1. Seaf : R? — R, definida porf(z,y) = 2* + y*. Encuentra los contorndgs;,
CSyy CI; correspondientes/a= 1.
En este caso, se tiene directamente
Cr(1) = {(z,y) e R* |2 +y* =1},
OSp(1) = {(0,9) € B2 |o? 42 2 1}
CIs(1) = {(z,y) € R? }xQ—I—yz <1}.

Z

v

ol
-

cs, (1)

C.ri}
f\ 4

2. Seaf : R? — R, definida porf(z,y) = 2 — 22 — 3. Encuentra los contornos
Cy, CSyy Cly correspondientes/a= 1.

En este caso se tield (1) = {(z,y) € R* |2 — 2* — y? = 1}, es decir,
Cr(1) ={(z,y) eR*|2* +¢y* =1}.

Asimismo,C'S;(1) = {(z,y) e R*|2 —2? — y* > 1}, es decir,
CSr(1) = {(:L“,y) € R? }932 + 9% < 1}

y CI¢(1) = {(z,y) e R?|2 —2? —y* < 1}, es decir,
CI;(1) = {(z,y) eR* [ +y> > 1}.

e
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

3. Seau : RZ — R una funcién de utilidad tipo Cobb-Douglas, definida
por u(z,y) = %9%, o, > 0. Encuentra los contornas,, C'S, y CI,

correspondientesfa= 1.
Procediendo de manera analoga a los dos ejemplos antesgerisne

Cu(1) = {(z,y) eRY |z*y’ =1},
CS.(1) = {(z,y) eRZ }xayﬁ >1},
CIL(1) = {(z,y) eR} |2y’ <1},
gue representan las canastas con una utilidad 1, v« > 1y u < 1,
respectivamente.

s, 1)
CI (1)
Cuﬂ,l

x

4. Seaf : R — R, definida porf(z) = 2 — 2. Encuentra los contornds;, C'S;
y CI; correspondientes/a= 1.

En este caso se tielig (1) = {z € R|2 — 22 = 1}, es decir,
Cs(1) = {x €R|Ja| = 1}.
Asimismo,C'S;(1) = {x € R|2 —2? > 1}, es decir,
CSi(1)={z eR||z| <1}
yCI;(1) ={z e R|2—2? < 1}, es decir,
Cly(l)={z eR||z| >1}.

45

CL) [ -1 CS.(1) n L) 1051 CLa .
/ ()1 \CL{) (1) -1 CS.() ] L)

f f
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4.3 Funciones cuasiconcavas y funciones cuasiconvexas

5. Seaf : R — R, definida porf(z) = z2. Encuentra los contorndgs;, C'S; y
C1I; correspondientes/a= 1.

En este caso, se tiene
Cr(1) ={zr e R[|z| =1},

OS/(1) = {x € B|[2] > 1},
CI(1) = {e € R [z <1}.

CS.) 1 CL) 1 G5l
1 (1) 1 ]

3 L () -1 CLa) 1 S0 4

6. Para la funciory(z) = In(2 — x), encuentra los contornas;, C'S; y ClI;
correspondientes/a= 0.
Primero notamos que el dominio, de la funcionf es el conjunto
Di={z ecR| -0 <z <2}.
En este caso, se tiene
C5(0) ={z € Df|x =1} ={1},

CSi(0)={reDslr<1}={reR|-co<x <1},
Cl;(0)={reDflz>1}={reR|1<z<2}.

v

|

) =12 -x) |
\\\-\ :
|

|

b
o B

b .
x CS.() | CI(0)

=

CS5.(0) I CL(0)
A i
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

Los ejemplos anteriores ilustran como en el caso de funsigrem R? los
contornoCy, C'S; y C1; estan erR?, mientras que para funciongsenR? los
contornos estan eR. En todos los casos, los contornos son subconjuntos del
dominio, como se muestra muy especialmente en el ejempld&lux de esos
ejemplos debe resultar claro el contenido del siguientetea.

Teorema.

a) f es concavas> C'Sy(k) es convexo, para todoen la imagen d¢.
b) f es convexa> C'I;(k) es convexo, para todoen la imagen d¢.

Uno podria preguntarse ahora si las implicaciones anésripueden ser
invertidas. En otras palabras, ¢sera cierto @i¥g¢ convexo implica quef
es concava? La respuesta es negativa, como lo ilustra leesiglgrafica,
correspondiente a la funcigf{x) = —a3.

En este ejemplo es claro que tadtds(k) comoCI(k) son convexos para todo
k € R, pero la funciénf(z) = —x* no es céncava ni es convexa en su dominio.
Una funcién como ésta es un ejemplo de funcion cuasicoOncauasiconvexa, a
la vez, como se define a continuacion.

Definicion. SeaS C R™ un conjunto convexo. Se dice que una funcion
f S — R escuasiconcavasi para todd: en la imagen d¢ el conjuntoC'S; (k)
es convexo. La funcion emuasiconvexasi para todat en la imagen dg el
conjuntoC'I(k) es convexo.

Vo ¥

csf&) x C%ﬂci C,S}fkf x

f es cuasiconcava: fno es cuasicéncava :
CS.(k) 25 convexo para todo k Cs}"fk) no es convexo para tode It
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4.3 Funciones cuasiconcavas y funciones cuasiconvexas

La figura de la izquierda representa una funcion cuasicéngavque para todo
k el contorno superio€'S(k) es convexo. La figura de la derecha muestra una
funcion que no es cuasiconcava, ya que su contorno sugesigic) no siempre es
convexo (depende del valor @@ Nota que esta Ultima tampoco es cuasiconvexa,
puesto que su contorno inferi6t/;(k) tampoco es convexo en general. Las
siguientes figuras muestran otras funciones cuasiconeav’s

Vo4 ¥ oa Vow ¥ ox

¥ = fix)

C.S}f k) x

Analogamente, las siguientes figuras muestran ejemplosnd@hes cuasicon-
vexas erR?.

Vo4

También observa que una funcién puede ser convexa y cuaai@a la vez, como

es el caso de la funci®@t, que también es cuasiconvexa, y que todas las funciones
lineales (rectas, planos e hiperplanos) son cuasicOngasaesiconvexas, ademas

de ser concavas y convexas (no estrictas).

Vo Vg

Por dltimo, nota que toda funcidén céncava (convexa) es tmtiiasicbncava
(cuasiconvexa), pero no viceversa.
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

Teorema

a) f concava=- f cuasicéncava.
b) f convexa=- f cuasiconvexa.

También es posible demostrar que las implicaciofi®s convexo=-
f cuasiconcava Y'I; convexo=- f cuasiconvexa de la definicion de
cuasiconcavidad/cuasiconvexidad son mas bien dektipo . En resumen,
podemos concluir que

fconcava = f cuasiconcava=> C'S; convexo,
f convexa = [ cuasiconvexa=> C'I; convexo.

Este resultado es muy importante en economia. Asi, por &esiguponemos
gue una funcion de utilidad es cuasicoéncava, entonces el conjunto de canastas
7 del espacio de bienes que producen al consumidor una dtilida) > k
(o sea,C'S,(k)) es convexo. De esta manera, cualquier combinacion convexa
AT+ (1 - X759, 0< )< 1,dedos canastag, 7', conu > k también genera
una utilidad mayor o igual A.

z=uxy)

uxy) =k

s
g

%

X

Se puede demostrar que la convexidad del contorno sugesigit) garantiza que
se preserve el orden en las relaciones de preferencia dalmoator. SiC'S,, es
convexo, las curvas de nivel deson funciones convexas, como en la figura de la
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4.3 Funciones cuasiconcavas y funciones cuasiconvexas

izquierda, y no como en las otras dos figuras.

Esto equivale a la condicion de que la funcigmue representa el orden de las
preferencias del consumidor, sea cuasiconcava. Obseevaajtiene sentido
imponer la condicion mas restrictiva de queea una funcion céncava, ya que la
Unica propiedad significativa de esta funcién es el caréetsus curvas de nivel.

En economia es muy frecuente el uso de una transformacidipdéh «, en
lugar de utilizar la funcion de utilidad. El siguiente teorema establece que una
transformacion monotonica creciente de este tipo no a&@sumento anterior
en relacion con las canastas correspondientes 2 k.

Teorema. SeaS C R” un conjunto convexo y sea: S — R una funcion
cuasiconcava. Séa: Y C R — R una funcion creciente, dondgsS) C Y.
Entonces la composicidno g es una funcion cuasiconcava, y ademas

CSy(y) C CShog(h(y)).

s, s

Es importante sefalar que la suma de funciones cuasic@@usiconvexas)
no necesariamente es una funcién cuasiconcava (cuaskednaaliferencia de lo
gue sucede con la suma de funciones concavas (convexas)tquasina funcion
concava (convexa). Por ejemplo, sabemos ffue = 23 y g(x) = = son ambas
funciones cuasicéncavas (y cuasiconvexas), perd = x> — x no es cuasiconcava
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Capitulo 4 Funciones concavas y cuasiconcavas

ni cuasiconvexa.

:x >x >x
fx) = x3 gx)=x h(x)=x%—x

F ¥ E soncuasicéncavas h=f-g noescuasconcava

¥ oa

Por ultimo, existen otras maneras de caracterizar la auasavidad o
cuasiconvexidad de funciones sin utilizar el concepto aearao. La primera de
ellas representa una definicion alternativa, utilizadeueatemente en textos de
microeconomia. Aqui la presentamos como un teorema, yaupgepeducirse
a partir de nuestra previa definicion. Observa que no invalet concepto de
diferenciabilidad, por lo que es valida para funcionesioomais en general.

Teorema. Seaf : S — R, conS C R” convexo Entonces,f es cuasiconcava
ensS siy solo si, paratodos’;, 7’,€S y para toda € [0, 1], se cumple:

a)f(71) > f(T2) = [fUT1+(1—1)T3) > f (7).

b) f(tZ1 + (1 —)T3) = min{f (21), f(72)}.

Para comprender el significado geométrico de este teoramsidera las
preferencias de un consumidor..8iz’) es la utilidad correspondiente a la canasta
7 de dos bienesi(crece al alejarse del origen), y si para cualesquiera d@stas

7’1, T secumpled (1) > u(T'y), entonces para cualquier canasta intermedia
t7 + (1 =t)Ty, t €[0,1] setendré (12, + (1 — 1) 72) > u (7).

V oa

Por otra parte, para funciongsdoblemente diferenciables en su domisio
existe un criterio simple para determinar su cuasiconeavalcuasiconvexidad.
Este se refiere al signo de la matriz que se obtiene al afidd@isalanad una
columna y un renglon conteniendo el gradiente de la fungidBsa matriz
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4.3 Funciones cuasiconcavas y funciones cuasiconvexas

ampliada se conoce conf@ssiano orladpH, que en el caso de funciones
f: S CR? fe C*S) se define como la matriz

- 0 fu Jfy
H = f:r fzx fzy

En ese caso, es posible demostrar que el criterio de sign@spondiente es

|H| > 0= f escuasiconcava,
|H| < 0= f es cuasiconvexa.

Utilizando este resultado, es facil verificar que las funestipo Cobb-Douglas,
f(z,y) = 2*9%, o, 3 > 0, son cuasiconcavas en gened# éstas, sélo son
concavas las que satisfacenr- 5 < 1.
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Capitulo 5

Optimizacion

En este capitulo aplicaremos los resultados sobre corazhdiel capitulo

4 para encontrar los maximos y minimos de una fungi@efinida en un
dominio convexaS. Este dominio puede ser simplemente el dominio natural
de la funcién, o bien, la regién que resulte al imponer unaabn de
restricciones. En el primer caso, hablaremos de problemagiimizacion
libre, que estudiaremos en la seccion 5.1. En el segundg lealsiaremos de
problemas de optimizacion restringida, que presentaremdss secciones
5.2 y 5.3. Por simplicidad, gran parte de la discusion sddiaial caso de
funciones de dos variableg(z, y).

5.1 Optimizacion libre. Criterio del Hessiano

A los valores maximos o minimos de una funcion también sedasmina
valores extremade la funcién. Su definicion en el caso de una funcion de
varias variables es una generalizacion directa de lasspmnelientes a una
funcion de una variable.

Definicién. Seaf : S ¢ R* — Ryseaz, € S. Se dice que

a) f presenta umaximo local o relativeen 7, Si existe una vecindad
de 7, tal quef(7) > f(7), paratodor € V N S.

b) f presenta umaximo globab absolutoen 7'y, si f(7'o) > f(7)
para todoz € S.

Cuando las desigualdadesse cambian por se dice que el maximo
(local o global) e®stricto o unico

A 7, se le llama epunto maximale f y a f(7') el valor maximode
f. Decimos quer’, es un maximo local d¢ si no existen puntos cercanos
en los quef alcance un valor mayor (puede ser iguaBte es estricto, si
los puntos cercanos dan un valor menor ¢(ie’,). Asimismo, z’y es un
maximo global def si en todo el domini® no existe otro punto en el qye
alcance un valor maypéste es estricto, si cualquier otro punto del dominio

da un valor menor qué( ).
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5.1 Optimizacion libre. Criterio del Hessiano

Invirtiendo las desigualdades anteriores se llega al gioa®e punto minimo,
como se define a continuacion.

Definicion. Seaf : S ¢ R" — Ry seax, € S. Entonces,

a) f presenta uminimo local o relativaen 7, si existe una vecindad de 7,
tal quef (') < f(7), paratodor € VN S.

b) f presenta uminimo global absolutoen @', si f(7'y) < f(Z) para todo
ﬁ
xres.

Cuando las desigualdadgsse cambian pox se dice que el minimo (local o
global) esestricto o Unico

z mdx. global

™
__,/: 5,
/ Y
i, local r;" !

A
/

";, m . local

-~ \min. global

Nota que todo extremo global es también un extremo locad, pewviceversa.

No toda funcion alcanza sus valores extremos globales (noagi minimo)
en su dominio. Demostrar la existencia de esos extremoslgled puede
resultar bastante complejo en general, especialmentdusidan no es continua,
diferenciable, o su dominio no es convexo. El siguientectmar establece una
condicién suficiente para garantizar su existencia.

Teorema de WeierstrassSeaS C R"™ un conjunto compacto y sea: S — R.
Si f es continua ey, entonces alcanza sus valores maximo global y minimo
global ens.

max

¥ =fix)
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Por ejemplo, se& = {(z1,22) € RZ | pray + poxa < I } el conjunto de
canastas compatibles con un ingreso menor o igligpara dos bienes con precios
unitariospy, po. Este conjunto es cerrado y acotado, y por tanto, compaickas S
preferencias del consumidor estan dadas por una funcidmoeam(x, z5), el
teorema garantiza la existencia de una canasta que maxdmigdidad.

ulx). x3l=¢

Si el dominio def no fuera compacto (es decir, si no fuera cerrado y acotado) o
si f no fuera una funcién continua en su dominio, entonces nors@tiga quef
alcanza sus valores extremos globales en su dominio. Batail esta afirmacion,
considera la funcién discontinya: [-1, 1] — R, dada por

T+ 1, —1<x<0
f(z) = 0, x=0
r—1, 0<ax<1.

En la figura se observa que esta funcién no alcanza sus vahdemo global
(fmax = 1) y minimo global( f,,m = —1) enel intervalo-1 < z < 1.

Para encontrar los puntos extremos locales y globales diinoi@n diferenciable
es importante analizar sus propiedades de primer y segudda,aadas por su
gradiente y su concavidad, como se discute en las siguismbsgcciones.

5.1.1 Condiciones necesarias de primer orden

Antes de iniciar la busqueda de los valores extremos (Isgatgobales) de una
funcion de varias variables, conviene recordar el procetito correspondiente a
una funcion continug : S C R — R de una variable, con = f(x).
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5.1 Optimizacion libre. Criterio del Hessiano

Como se ilustra en la siguiente figura, en este caso los candid extremos
son:

1. Los puntos interiores en donde= 0 (puntoszs, 3 Y z4),

2. Los puntos interiores en dongéno existe (puntoss y xg),

3. Los puntos frontera del domini® (puntosz; y x7).

"' no existe

' no existe

ETRT xg 4 x5 xg 7

Los puntos interiores del tipo 1 y 2 se conocen comaplastos criticode f.

En particular, cuando el domini§ es un conjunto abierto no existen puntos
frontera, de modo que los Unicos candidatos a Optimos squuIs®s criticos.
Adicionalmente, sjif es diferenciable los Unicos puntos criticos son los dellipo
gue son aquellos en donde la derivada es cero, es decir, de dorecta tangente
alacurvay = f(x) es horizontal. Nota que los puntos criticos son sélo catmida
a 6ptimos, ya que no todos ellos dan origen a un extremo lomalp es el caso de
los puntose, y x¢ €n la figura. A continuacion presentamos la generalizacén d
estos resultados para funciones de varias variables.

Definicion. Seaf : S € R™ — R una funcion continua. Un punto interior
syt . — .
7'y € S se llamapunto criticode f siVf(7 ) = 0 0 Vf(Z) no existe.

V%) =0
P, Vi (T Jne existe

En otras palabras, los puntos criticos de una funcion asatirson aquellos

puntos interiores en donde el plano tangente a su gréficariesital (V f = 6))
0 en donde ese plano tangente no existe (picos o cuspidesnda¥d f no esta
definido).

Cuando la funcién continug esta definida en un conjunto abiefola frontera
de S no pertenece al dominio de la funcién, de modo que los Uniandidatos a
mAaximos y minimos d¢ son sus puntos criticos, como establece a continuacion.
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Teorema (condiciones necesarias para un extremo local derfaones
continuas). SeaS C R™ un conjunto abiertoy sef: S — R continua. Sif posee
un extremo local efr’y € S, entoncesr’, es un punto critico dé.

e

los puntos frontera no pertenecen a §

En el caso particular de quyesea diferenciable en el abierfp los candidatos

- - P -
a maximos y minimos d¢ se reducen solo a aquellos puntos en ddvige= 0,
como se establece a continuacion.

Teorema (condiciones necesarias de primer orden para un e@mo local de

funciones diferenciables).Si f es diferenciable en un punto interiaf, de su
H

dominio y f alcanza un extremo local éfi,, entonces/ f (7o) = 0.

Es importante sefialar que no todo punto criticpde f tal queV f(2') = 0
es un extremo local, como es el caso de los puntos de inflegi@fpnciones de
una variable. Estos ultimos se denomimpamtos sillaen el caso multidimensional,
como se define a continuacion.

Definicion. Una funciénf tiene unpunto sillaen un punto criticor’, de
su dominio si para toda vecindad de 7', existen puntosr’ € V tales que
f(7) > (7o) y puntosz”’ € V tales quef(7’) < (7). En otras palabras, un
punto silla es un punto critico que no es un punto de extreoal.lo
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punto silla

™

5.1.2 Condiciones suficientes de segundo orden

La condicionV f = 0 para funciones diferenciables es wadicion necesaria
de primer orden para obtener los puntos criticos en la opdicion libre def.
Para clasificar cada punto critico como maximo, minimo o @siita, se debe
analizar la concavidad o convexidad local de la funcféen cada uno de ellos.
En el caso particular de funciones doblemente difereresalell procedimiento
correspondiente se simplifica considerablemente andlizahsigno de la matriz
hessianad, definida en la seccién 4.1. Este criterio constituye coradicion
suficientede segundo orden para la optimizacion libre de una funcigmocse
presenta a continuacion.

Valores extremos locales

El criterio para clasificar los extremos locales de una fumcioblemente
diferenciable es muy simple. La idea consiste en analizaoheavidad o
convexidad local de la funciéfien cada punto critica’, : Si f es convexa ey,
se trata de un minimo locadi f es concava e, se trata de un maximo locai
f no es concava ni convexa ar, se trata de un punto silla.

mdx. local

punto silla

min. local

La concavidad de la funcién puede determinarse analizdrsiign® de la matriz
hessiand{ de f, cuyos elementos de matriz son las segundas derivadaalparci
de la funciénf con respecto a sus variables independientes. En el castesimp
una funciénz = f(x,y) con dominio eriR?, la matriz hessiana correspondiente

esta dada por
H ) - y Y
(z,9) ( o o

para la que se establecen las siguientes condiciones stéEde segundo orden.
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Teorema (condiciones suficientes de segundo ordenfeaS C R? un
conjunto abierto y convexo, y s¢a: S — R, conf € C?(S). Seaz, € S un
punto critico def. Entonces

—
a) for >0y fm:fyy_ zzy >0 enxy
= f tiene un minimo local estricto €m,

b) f:r:r <0 y f:mfyy - Igy >0 en?o
= f tiene un méaximo local estricto e,
C) fuafyy — 2, <0 enz’q = ftiene un punto silla emy.

Nota que las condiciones a) y b) se refieren al caso de maximdaimos
estrictos, es decir, en donde el valor extremo local es uh&s adelante
discutiremos el caso de una matriz hessiana semidefinidigrete los extremos
locales no necesariamente son Unicos.

Ejemplos:

1. Encuentray clasifica los puntos criticosfde, i) = 622 — 22° + 3y + 6xy.
Las condiciones de primer orden pgraon
folz,y) = 122 —62% + 6y =0,
fy(z,y) = 6y+6x=0.

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene quenkos uiticos son
(0,0) y (1, —1). Para clasificarlos, establecemos las condiciones de segund
orden, a través del hessiano

12—-12z 6
=25 0 ).

Para el puntd0, 0) se tiene

12 6
H(0,0)-( 0 6).
Comof,, =12 > 0y |H| = 36 > 0, por lo tantof tiene un minimo local
estricto en0, 0). A su vez, para el puntfl, —1) se tiene

H(l,—l):(g g)

Como|H| = —36 < 0, por lo tantof tiene un punto silla eql, —1).
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2. Encuentray clasifica los puntos criticosfde, y) = zy — 22 —y? — 2z — 2y +4.
Las condiciones de primer orden pgraon
fylz,y) = 2—2y—2=0.

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene que elgunto critico es
(—2, —2). El hessiano correspondiente es

H(z,y) = ( PR ) — H(=2,-2).

Comof,, = -2 < 0y |H| =3 > 0, por lo tantof tiene un maximo local
estricto en(—2, —2).Como veremos mas adelante, este maximo local también
es un maximo global de la funcion.

3. Encuentra y clasifica los puntos criticosfde, y) = x5y + x5 + xy.
Las condiciones de primer orden pgraon
folw,y) = daty+y° +y=y(Grt +y*+1) =0,
fy(r,y) = 2°+5ay* + v = x(a* + 5y + 1) = 0.

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene que elpunito critico es
(0,0). El hessiano correspondiente es

B 2023y S5zt + 5yt + 1
Hiz,y) = ( 5t 45yt 1 20ay° ’
de modo que en el punto, 0) se tiene

H(O,O):((l’ é)

Como|H| = —1 < 0, por lo tantof tiene un punto silla ef0, 0).

En el teorema anterior se ha excluido el caso en dgige= 0 con
faafyy — f2, = 0, 0 bien fo, f,, — f2 = 0. En este (ltimo caso no es posible
garantizar de que el extremo sea estricto, sino que pueds @irresponder a un
problema de solucion multiple. Por esa razon, las antermoadiciones suficientes
de segundo orden deben reemplazarse por un conjunto deicoredi necesarias,

como se enuncia en el siguiente teorema.
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Teorema (condiciones necesarias de segundo ordereaS C R? un
conjunto abierto y convexo, y s¢a: S — R, conf € C?(S). Seaz, € S un
punto critico def. Entonces

a) f tiene un minimo local e’

= foe 20, fy 2 0Y faufyy — f7,>0 enTy,
b) f tiene un maximo local e’

= fzz S 07 fyy S Oy fzzfyy - zzy Z 0 en?o-

Ejemplo:
Encuentra y clasifica los puntos criticos fle:, ) = 2.

Para la funciory (z,y) = 3* las condiciones de primer orden son

fe(z,y) =0

fy(z,y) =2y =0,
de modo que los puntos criticos son todos los puntos det,egs decir,
{(z,y) € R?| y = 0} . La siguiente figura muestra la grafica de la superficie
z = 12, que corresponde a un cilindro parabdlico que corre a lo ldegejex. Ahi
se observa que la funciéf(z, y) = »? alcanza su valor minimo (no Unico) a lo
largo de todos los puntos del eje

=32 clibre)

=
valores minimos de j°

E=

Este resultado es consistente con las condiciones nexedarsegundo orden para
la matriz hessiana correspondiente,

0 0
=(53)

endondef,, =0>0, f,, =2>0Y foufy — f2,=0>0.

Ty

Valores extremos globales

La busqueda de los valores extremos globales de una funoggepesultar
bastante complicada en general, aun en el caso de funcideendiables. Una
de esas dificultades puede surgir al tratar de determinaxtosmos globales de
una funcién cuyo dominié sea un conjunto cerrado, ya que ademas de los puntos
criticos interiores se tiene que considerar el valor deraitin a lo largo de todos
sus puntos frontera. Omitiremos aqui un ejemplo de esteaipmue en la seccién
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5.1 Optimizacion libre. Criterio del Hessiano

5.3 resolveremos problemas de optimizacién en regioneadaes utilizando
técnicas de optimizacion restringida (condiciones de Kiilncker). De este modo,
en esta seccion consideraremos solo funciones definidasy@mtos abiertos.

B mex. global - méx.. global
f},. S .;, \
74 | / bt
/ h - / \
max. local  / "\ méx. local /‘
st (/‘\\, A
I,." min local \ | minlocal \
@ pueden ser [ i T \ 7o pueden ser
*~_~" valores extremos R =3~ valores extemos

¥ ¥

RN L

S es cerrado S es abierto

Otra dificultad surge cuando el numero de extremos localesi@éuncion es tan
grande que puede resultar bastante engorroso, o inclusisiioig, determinar
cudles de estos corresponden a sus valores extremos globale

VA

Para este caso no se cuenta con condiciones necesariasiddseglen para
encontrar los extremos globales. Sin embargo, si tu sabastdmano que una
funcion es concava (convexa) a lo largo de todo su dominiaieyésta posee un
punto critico, este solo hecho es suficiente para garamfisala funcidon posee un
maximo (minimo) global.

Teorema (condiciones suficientes)SeaS C R™ un conjunto abierto y
convexo, y seg : S — R. Sear’, € S un punto critico def. Entonces
a) f convexa ers = f tiene un minimo global ey,
b) f estrictamente convexa ¢h=- f tiene un minimo global estricto €,
c) f concava ers = f tiene un maximo global ew’y,
d) f estrictamente concava éh=- f tiene un maximo global estricto &m,.

fconcava en 8 feconvexa en S

méve. global

min. global

b
3
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Este teorema es valido aun el caso general de funcionesearemifables. Si
la funcion es doblemente diferenciable, entonces su cadadw convexidad
puede determinarse directamente a partir de la matrizdregsstomo se muestra a
continuacion.

Ejemplos:
1. Demuestra que la funciéf(z, y) = —22 — zy — y* — 3y presenta un maximo
global estricto en el punt@, —2).
Las condiciones de primer orden pgraon
faolz,y) = 22—-y=0
fy($ay) = _"E—2y—3:0a

gue se satisfacen cuando= 1y y = —2. Asi, el Gnico punto critico dé¢ es el
(1, —2). La matriz Hessiana dg es

men=( fda)=(3 3).

Comof,, = -2 < 0y |H| =3 > 0, para todo(z, y), por lo tantof es
estrictamente concava &i. Asi, f tiene un maximo global Unico €n, —2).

2. Encuentra los extremos globales de la fungién y) = z* + y*.
Las condiciones de primer orden pgraon
folz,y) = 42® =0
fyla,y) = 4y’ =0,

que se satisfacen cuange= y = 0. Asi, el Unico punto critico d¢ es el(0,0).
La matriz Hessiana d¢ esta dada por

1222 0

En el punto critico, se tiene

H<0,0>=(8 8)

gue no presenta un signo definido, ni viola los criterios decawi-
dad/convexidad. De esta manera, para clasificar el putitwogpodemos utilizar
argumentos alternativos, tales como:

i) Antes de evaluar la matriz Hessiah&x, y) en (0,0) notamos que
fee(z,y) = 1222 > 0y |H| = 1442%y*> > 0, de modo quef es convexa no
estricta erR?.

164

D.R.© 2015, Lorena Zogaib



5.2 Optimizacion con restricciones de igualdad. Multipdiores de Lagrange

i) Sabemos qu¢g(0,0) = 0 y observamos que la imagen @leson los valores
z > 0.

De acuerdo con cualquiera de estos dos argumentos, cooslgue/ tiene un
minimo global estricto ef0, 0).

Por ultimo, en el apéndice B se presenta la generalizacidwsdesultados de
esta seccion para funciones de varias variables.

5.2 Optimizacién con restricciones de igualdad. Multipli@dores de
Lagrange

En muchas aplicaciones de interés la optimizacion de uradmrobjetivo esta
sujeta a restricciones sobre las variables independientagables de decision,
como es el caso de restricciones presupuestales, labaralgsrativas. Estas
restricciones son un subconjunto del dominio de la funaénocido como la
region factibleF.

En el caso de restricciones de igualdad, la region facfbksta formada
solamente por puntos frontera, mientras que en el caso teceEmnes de
desigualdadF esta constituida tanto por puntos frontera como por puntos
interiores, como se ilustra en las siguientes figuras patdaeiones eR?. La
figura de la izquierda muestra la restriccion de igualdady = 1, en donde la
rectaF esta formada soélo por puntos fronteRE]; la figura de la derecha muestra
la restriccion de desigualdad+ y < 1, en donde el semiplan® esta constituido
por puntos fronteraRF) y puntos interioresKl).

¥ ¥

x+y=<1
Pl

El método para encontrar la solucion 6ptima es distinto €la caso. En esta
seccion nos dedicaremos solamente al problema de optidrizean restricciones
de igualdad, conocido como elétodo de multiplicadores de Lagrandd caso
correspondiente a restricciones de desigualdad se tetdadseccion 5.3, en donde
se incorporaran al método de Lagrange las llamadadiciones de Kuhn-Tucker
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5.2.1 Condiciones necesarias de primer orden. Significaded
multiplicador de Lagrange

Primero consideremos el caso simple de maximizacién dewnt#ohn diferenciable
de dos variablesf(z, y), sujeto a una restriccion de igualdadz, y) = ¢, cong
diferenciable y constante, dado por

max. f(z,y)
sa. g(z,y) =c

Debido a la restriccion, la solucion optindgz*, y*) no necesariamente ocurre
en los puntos en donde la superfieie= f(z,y) alcanza su altura maxima
(Vf = ﬁ), sino en los puntos de la curyézr, y) = c sobre los qug alcanza
su maximo valor restringido. Para ilustrar esta idea, laisige figura muestra la
maximizacion de una funcién céncava= f(z,y) enR? sujeta a una restriccion
lineal g(x,y) = ax + by = c enR?,

v
r* curva de nivel .
fixy) = f/’*/f Py

-7 o P v o *
axtby =¢

z

z=fixy)

En la figura de la izquierda se observa que el maximo restiongi de la funcion
f ocurre en el punt@(z*, y*) de larectaux + by = ¢, y no en el puntd) en donde
f se maximiza libremente. Nota quepertenece a la curva de nivélz, y) = f*
correspondiente a= f*. En la figura de la derecha se muestra que el 6pfihes
el punto de la restriccidar + by = c que estd mas cercandj Esto ocurre en el
punto de tangencia de la curva de restriccion y la curva d# fijw, y) = f*.

En general pueden existir varios candidatos a optimoslésaaglobales) para
una funcionf, dados por los puntos donde la restriccidm, y) = ¢ es tangente a
las curvas de nivel dé Esta condicion de tangencia puede expresarse formalmente
en términos de los vectores gradiente de las funcigneg, como se explica a
continuacion.

Para este fin, recordemos que el gradiente de una funcicreniiiable es
un vector perpendicular a sus curvas de nivel y apunta emdaaidn de su
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mayor crecimiento en cada punto. La siguiente figura muestgosible funcién
objetivoz = f(xz,y) enR3. La figura de la derecha muestra algunas de sus curvas
de nivel, enR?, y la direccién de los vectores gradieitd .

v fxy)=const.

vf

X

Por otra parte, la curva de restriccigfx, y) = ¢ enR? puede considerarse como
la curva de nivek = ¢ de una funciéne = g(x,y) enR3, como se ilustra en las
siguientes figuras. En este ejemplo, el vector gradi®fit@punta hacia afuera de
la curva de nivel.

¥ curva de nivel
gixyi=c

superficie

z=glxy) g Ve

Ve

gl yi=c

x

Asi, el problema de maximizacion dgéz, y) sujeto a la restricciop(z,y) = c se
representa graficamente de la siguiente manera:

E

Aqui existen dos candidatos a optimo, que son los puntondenaia denotados
por Ay B. La condicion de tangencia implica que, en esos puntos, lcenes
gradienteV f y Vg son paralelos entre si, es decir,

VfVg.
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Por lo tanto, en los puntos en donflalcanza sus valores extremos debe existir un
namero\ € R tal que

Vf=AVg.
El nUmero) se denomina ehultiplicador de Lagrangasociado con la restriccion
g(x,y) = c. Aunque aqui\ juega el papel de una constante de proporcionalidad
entreV f y Vg en el 0ptimo, también presenta una interpretacion muyastarte
y util, como discutiremos en breve.

Por lo general, en el optimo restringiddde f se tieneVg # 6), con\ # 0.
ComoV f = AVgenP, en ese punto se tiene

Vi£0.

, ., — .. .y . . z
Asi, la condicionV f = 0 para optimizacion libre, aqui debera reemplazarse por
las siguientes dos condiciones:

Vf = AVg
g(xz,y) = e
Estas dos ecuaciones pueden conjuntarse dentro de unifmoahas elegante, de

la siguiente manera. Para ello, reescribimos los gradielgda primera ecuacion
en términos de sus componenieg i, obteniendo

fo(z,y) = Agu(@,y)

fy@y) = Agy(z,y)

g(z,y) = «c
Este es un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas, comdsalticy™ y \*.
Nota que esta solucion no es el punto critico de la funcitetivoj f (=, y), ya que
Vf = AVg # 0. Sin embargo(z*, y*, \*) puede interpretarse como el punto

critico de una cierta funcion de las variablesy, \), a la que denominaremos la
funcién lagrangeanal(x, y, A), definida como

‘C(x7ya )‘) = f(xay) + A(C - g(x>y))

Nota que la funciérC habita en un espacio de dimensién mayor fjuga que no
solo tiene como variables independientasyay, sino también a. De esta manera,
en lugar de considerar la optimizacion restringidafdel método de Lagrange
se basa en la optimizacion libre de la funcion lagrangeanasccondiciones de
primer orden son:

Lo = folz,y) — Agu(z,y) =0
L, = fyx,y)—Agylz,y) =0
Ly = c—g(z,y)=0.
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Estas tres ecuaciones representan la condicion de taag®ifci= A\Vyg, vy el
cumplimiento de la restricciomyx, y) = ¢, antes discutidas.

Teorema de Lagrange (condiciones necesarias de primer orde Sean
f,g : S — R diferenciables e C R? y sea(z*,y*) € S una solucién del
problema

max./min.  f(z,y)
s.a. g(z,y) =c.
SiVg(z*,y*) # 7 entonces existd™ € R tal que(z*, y*, \*) es un punto critico
de la funcion lagrangeana

‘C’(x>ya )‘) = f($ay) + )\(C — g(l‘,y)),
es decir, en ese puntd, = £, = £, = 0.

La condicionVg(z*, y*) # 0 establece quér®, y*) no debe ser un punto
critico deg, con el fin de que se cumpla la condicién de tangeRtcfa= AVg con

Vf(z*,y*) # 0. Cuando(z*, y*) es un punto critico dg el método de Lagrange
puede fallar, como se discute en la seccion 5.2.4.

Significado del multiplicador A

A cada valor del parametrole corresponde un punto 6ptimB,(z*(c), y*(c)).
En consecuencia, el valor optinfé de la funcionf,

JHe) = f(&*(c),y7(c))

también depende dge como se muestra en la siguiente figura.

gay) = ¢ grixa) =c +de

Tiene sentido, entonces, preguntarse como cambia el éptincoando el
parametra: se incrementa efc. Si Ac es suficientemente pequeno, el cambio en
f* puede aproximarse por la derivada

Q) o Sle+ A~ ()

22

de  Ac—0 Ac
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Capitulo 5 Optimizacion

Para encontrar esta derivada utilizamos la regla de la eadenacuerdo al
siguiente diagrama:

) = fixx®c)ry™*c))

VAN
\/

(o

x }.l‘!

Asi, se tiene
df*(c) _ df (2*(c), y*(0))
dc n dc
of dz*  Of dy*

= a9 de + R (regla de la cadena)

_ (9t (4 09\ - _

= (A 8:::*) T + </\ 8y*> . ....(enel optimof, = Ag.., f, = \gy)
Y dg dx* dg dy*
= A <3x* de - oy* dc)
3\ <dg (z*(0), y*(C)))

.................... (regla de la cadena, al revés)

de
A" (L. ... . Y @roptimo,g(x,y) = ¢)
A%
Concluimos entonces que
. df*(o)
A= T

De acuerdo con este resultado, el multiplicador de Lagrangepresenta la
razén de cambio instantanea del valor optiffiGmaximo o minimo) de la funcion
f al cambiar el parametr@ Este es un caso particular del llamaErema de la
Envolventeque estudiaremos en la seccién 5.4.

Es importante sefialar que, para el caso de optimizacionesbricciones de
igualdad, el multiplicadoA™ puede tomar cualquier signo, independientemente de
gue se trate de un problema de maximizacion o minimizacidme An pequefio
incremento de;, si\* > 0 se tiene que el valor optimo de(ya sea el maximo, o
el minimo) se incrementa, y af < 0 éste decrece. Este resultado contrasta con el
correspondiente al caso de optimizacion sujeta a resirieside desigualdad, en
donde)\* no puede ser negativo, como veremos en la seccién 5.3 congispte a
restricciones de desigualdad.
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5.2 Optimizacion con restricciones de igualdad. Multipdiores de Lagrange

Ejemplos:

1. Resuelve el problema
méx. f(z,y) =9 -1 -y’

sa. r+y=4.
Luego estima el valor maximo dgési se utilizarar + y = 4.01 como nueva
restriccion.

La funcidn lagrangeana en este caso esta dada por
L(z,y,\)=9—2 1> + A4 -z — 1),
y las condiciones de primer orden correspondientes son
L,=-2x—-—X=0

L,=-2y—A=0

Ly=4—xz—-y=0.
Al resolver este sistema de ecuaciones se obtienef qaleanza su valor
maximo, f* = 1, en el puntoz*, y*) = (2,2), con\* = —4.

Para estimar el nuevo valor maximo desi la restriccion se modifica a
x +y = 4.01, utilizamos

o U@ AS
de — Ac’
de donde
Af*~ N Ac.
Tomamos el multiplicadok® = —4 evaluado en el éptimo inicial, y notamos

queAc = 4.01 — 4 = 0.01, obteniendaA f* ~ (—4)(0.01) = —0.04.
Asi, al incrementarse, de4 a4.01, el maximo def disminuye A* < 0)
aproximadamente ef.04. De esta manera, el nuevo maximo seria
ff~1+Af*=1-0.04 =0.96, aproximadamente.

2. Resuelve el siguiente problema de maximizacion de layp@dn P(L, K)
sujeto a una restriccion presupuestal,

max. P(L,K)=50L*3K/3

s.a. 100L + 300K = 45 000,
dondeL denota el trabajo YK el capital. ¢ COmo afectaria a la produccion
maxima un ligero incremento presupuestal a partit®e00?

La funcién lagrangeana en este caso esta dada por
L(L, K, \) = 50L>* K% + \(45 000 — 100L — 300K),
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y las condiciones de primer orden correspondientes son

100 / K\ '3
EL:—<—) — 100\ =0

3 \L
50 / L\2%°
Lr="(=2) —=300\=0
=5 (%)

Ly =45000—100L — 300K = 0.
Estas ecuaciones se conocen en economia comiciones de equimarginal-
idad, que expresan que en el éptimo se da la tangencia de la esudio
restriccion presupuestal con alguna curva de nivel de ladarde produccion.

K

100L + 300K = 43 000

L

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene que laqmidod méxima,
P* = 8254.8, se alcanza en el punfd.*, K*) = (300,50), con\* = 0.183 44.
Como\*™ > 0, un ligero incremento presupuestal a partikd®00 generaria un
incremento en la produccion maxima.

. Resuelve el siguiente problema de minimizacion del c6$fa i) sujeto a una
restriccion de produccion,

min. C(L,K) =wL +rK

sa. L'/?K'? =,
dondel denota el trabajols” el capital,w el salario,r la tasa de interés § el
nivel de producciériw, r y () constantes positivas). ¢ Como afectaria al costo
minimo un ligero incremento en la produccion a particge

La funcién lagrangeana en este caso esta dada por

L(L,K,\) =wL +7rK + \Q — L'?K'/?),
y las condiciones de primer orden correspondientes son

1/2
[,L:’LU—E)\ <£) =0

2 L
1 I 1/2

Ly=Q—L'V?K'V? = .
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5.2 Optimizacion con restricciones de igualdad. Multipdiores de Lagrange

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene que el mdsimo,

C* = 2Qy/wr, se alcanza en el puntd*, K*) = (Q./T,Q,/%), con

A" = 2y/wr. ComoA* > 0, un ligero incremento en la produccién a partir@e
generaria un incremento en el costo minimo.

5.2.2 Condiciones suficientes de segundo orden

Las condicioneL, = 0, £, = 0y £, = 0, soncondiciones necesariate

primer orden para los niveles 6ptimos de una funcién sujet@aestriccion de
igualdad. Existen ciertas condiciones bajo las cuales giblpaasegurar que esos
Optimos dan origen a un maximo o un minimo de la funcién, cimlasccomo
condiciones suficientete segundo orden. Como se describe a continuacion, los
criterios correspondientes se basan en un analisis ded¢awidad o convexidad de
la funcion lagrangeané (jno def!), con respecto a las variablesy y ).

Como se discutio en la seccion 5.2.1, resolver el problemaptmizacion
restringida def,
max. f(x,y)
sa. g(z,y)=c
es equivalente a resolver el problema de optimizacién lilerda funcién
lagrangeana asociada,

‘C(x>ya )‘) = f($ay) + )‘(C - g(x>y))

En vista de ello, para utilizar los criterios de concavidambovexidad inherentes
a problemas de optimizacion libre, es claro que estos dglimamse a la funcion
lagrangean y no a la funcion objetivg’.

La busqueda de extremos locales es un problema sencilldayfay g son
doblemente diferenciables. En ese caso, es posible dafi@mimatriz hessiand
para la lagrangeanacon respecto a, z Yy v,

Ly Lre Lyy 0 —9. —ygy
HE = ['a:k ['a:x ‘Ca:y = — 9z ‘CII ['a:y
Lyn Lyo Ly =9y Ly Ly

Como se establece en el siguiente teorema, la clasificaei@sguntos criticos de
L se basa en el signo del determinaig | ,

0 =9 —gy 0 g gy
|H£| = | 9z Ezz E:ry = | gz L:m: E:ry s
=9y Lyz Ly Gy Lyz Ly

evaluado en cada nivel optinfo*, y*, \*).
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Capitulo 5 Optimizacion

Teorema (condiciones suficientes para extremo locallConsidera el problema
de optimizacion d¢f(z, y) sobre la restricciol, = {(z,y) |g(z,y) = c}, confy
g funciones doblemente diferenciables®h Sea(z*, y*, \*) el punto critico de la
lagrangeana correspondient&z, y, A) = f(z,y) + Mc — g(x,y)), y sea

0 g gy
‘Hﬁ('r*vy*u)‘*)‘ = | 9z ‘Ca:x ['a:y
Gy Lyz Lyy

el determinante de la matriz hessianadden (z*, y*, \*). Entonces

a)|He(z*,y*, A")| > 0 = (2%, y*) es un maximo local d¢ enC,.
b) |[He(x*, y*, A")| < 0= (z*,y*) es un minimo local d¢ enC,.

Ejemplo:
Clasifica los puntos criticos del problema de optimizacion

optim. f(z,y) = 2* +y°
s.a. 2+ zy+y> =3
La funcién lagrangeana en este caso es
L(z,y, ) =22 + 2 + X3 =2 — a2y — 7).

A partir de las condiciones de primer orden se obtienen 4gsurriticos, a saber,
los puntog(1,1)y (=1, —1), con\* = 2/3, y los puntogv/3, —v/3) y (—v/3,V/3),
con\* = 2. Como

|HE(17 L, 2/3)| = |H£(_17 -1, 2/3>‘ = —24,
He(V3, -3, 2)( = }Hc(—\/ﬁ, V3, 2)‘ = 24,

concluimos qug1,1) y (—1, —1) son minimos locales, mientras qug3, —v/3) y
(—v/3,1/3) son maximos locales.

Al igual que en el caso de optimizacion libre, la busquedaxttemos globales
puede resultar bastante mas compleja en general. Sin embkasg sabe que la
funcion lagrangeana es siempre concava o convexa en todmsnid, se puede
asegurar que el éptimo restringido es un maximo o un minirabal como
establece el siguiente teorema.
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5.2 Optimizacion con restricciones de igualdad. Multipdiores de Lagrange

Teorema (condiciones suficientes para extremo globalSea(z*, y*, A*) un
punto critico de la lagrangeadd, y, \). Entonces

a) L es concava con respectéay) = f tiene un maximo global efx*, y*).
b) £ es convexa con respectda y) = f tiene un minimo global efw*, y*).

Ejemplos:

1. En el ejemplo de maximizacion géz,y) = 9 — 22 — y? sujeto ar +y = 4, la
lagrangeana
Lz, y,\)=9—2" -y  + A4 —2—7y)
es una funcién céncava, ya que es la suma de la funcion copcaug — 32
con la funcion lineal(4 — x — y). Por lo tanto, en el punto optimbpresenta
un maximo global

2. En el ejemplo de maximizacion de la producci®l, K) = 50L%/° K'/3 sujeto
al00L + 300K = 45000, la lagrangeana

L(L, K, ) =50L>2 K3 4 \(45 000 — 100L — 300K)

es una funcion concava, ya que es la suma de la funcion coneava K'/°
con la funcion lineal (45 000 — 100L — 300K). Por lo tanto, en el punto
Optimo la producciér® presenta un maximo global.

3. En el ejemplo de minimizacion del costq L, K) = wL + rK sujeto a
L'2K'Y? = @, la lagrangeana

L(L,K,\) =wL +rK + \Q — L'?K'/?)

es una funcién concava, ya que es la suma de la funcién linkal » K con la
funciéon convexa\(Q — LY/2K1/?) (observa que esta Gltima es convexa, ya que
—L'2K/2 es concava y > 0) . Por lo tanto, en el punto 6ptimo el costb
presenta un minimo global.

5.2.3 El caso multidimensional

Es facil generalizar los resultados anteriores al casoidimaknsional,
correspondiente a la optimizacion de una funciomderiables sujeta av < n
restricciones de igualdad,

max./min.  f(z1,...,2,)
S.a. gl([lfl, e ’,f)jn) =
gm(xla"'>$n)zcm, m <n.
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Es importante sefialar que el niumercde restricciones debe ser estrictamente
menor al nUmera de variables. De otra manerapsi= n el sistema de ecuaciones
podria tener una solucién Unica, por lo que no habria gragltibertad para llevar

a cabo la optimizacion, o bien, si > n habrian mas ecuaciones que incognitas y
el sistema podria ser inconsistente (no existiria solyogsible).

La anterior condicion de tangencia en el punto Optivig, = AVyg, se
generaliza ahora requiriendo que, en ese punto, el gradveénte la funcionf
sea una combinacion lineal del conjunto de gradief¥és,, ..., Vg, } de todas
las restricciones. En otras palabras, en el 6ptimo deb&caese

Vi=MVg + -+ A Vm,
en donde\, ..., \,, € R son los multiplicadores de Lagrange correspondientes
a las restricciones, . . ., g,,. La existencia de estos multiplicadores solo esta
garantizada cuando el conjunto de gradiefiésg; } en el 6ptimo es linealmente
independiente, lo que se conoce comoualificacion de las restriccione€uando
esta condicion no se cumple el método de Lagrange puede talao se discute
en la seccion 5.2.4.

Teorema de Lagrange (condiciones necesarias de primer ordg Sean
f:9—Rvyg,...,9n : S — R funciones diferenciables es C R", con
m < n.Sear* € S unasolucion del problema

max./min.  f(Z)
S.a. gj(?) = Cj,
conj = 1,...,m. Si el conjunto de gradientegsVg;(z*)} en el 6ptimo es

linealmente independiente, entonces existen. ., \*, € R tales qug(z’™*, \*)
es un punto critico de la funcién lagrangeana

L(T.X) = [(T)+ D A(e — g5(T).

En este caso, las+ m condiciones de primer orden para la funcion lagrangeana
son

oL 0 9 dgm
B = o Mg = = Am =0

: (n ecuaciones)
OL _ Oof _ N\ da _ .. _ )\ dam _
Oxp, Oxp Oxp, M Jxy,
oL
e =a—gi(T,...,2,) =0

: (m ecuaciones)

oL
m:cm—gm(scl,...,xn)zo.

176

D.R.© 2015, Lorena Zogaib



5.2 Optimizacion con restricciones de igualdad. Multipdiores de Lagrange

Las primeras: ecuaciones equivalen a la condici®rf = 2;”:1 \;jVg;,y las
restantes son las ecuaciones de restriccion,(z’) = c;. Al resolver el sistema
den + m ecuaciones se obtienen lagoordenadas del punto optimg, . . ., z},
y losm multiplicadores de Lagranggy, ..., A,..

El significado de los multiplicadores,, ..., \,, es similar al del caso
con una sola restriccion. En el caso multidimensional, acador del
conjunto de pardmetrog = (cy,...,c,,) le corresponde un punto 6ptimo,
P (Z*(¢), y*(¢)). En consecuencia, el valor optinfo de la funciénf,

f1Ce) = f (@ (), y*(€)),
también depende de’. Utilizando lasn + m condiciones de primer orden
anteriores, es posible demostrar que

o o)
g Ocj '
para cadg = 1,...,m. Asi, \; representa la razon de cambio instantanea del

valor optimof*de la funciénf al cambiar el parametrg.

Por ultimo, para clasificar los extremos locales y globatblema puede
utilizarse un criterio de signos para la matriz hessiané,dgie es una matriz de
(n +m) x (n 4+ m). Debido al tamafio de esa matriz, este método de clasificacion
suele resultar bastante complejo. Sin embargo, en mucHhas dplicaciones de
interés es facil identificar un extremo global, simplememtgimentando sobre la
concavidad o convexidad d& de acuerdo al siguiente teorema.

Teorema (condiciones suficientes para extremo global)Sea(z*, 7*) un
. ., -
punto critico de la funcion lagrangeadéz’, ) ). Entonces

a) £ es concava con respectara=- f tiene un maximo global efz’™*).
b) £ es convexa con respectaza=- f tiene un minimo global efiz’*).

Ejemplo:
Resuelve el problema
max. F(Cl, Ca, ll, lg) =Inc, — 11 + ﬁ (1Il Co — lg)

S.a. 4&/2 —c=b

o — AL = by (14 7),
dondeg(1 + r) =1, cong,r > 0 parametros del modelo.
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Capitulo 5 Optimizacion
Para simplificar nuestros desarrollos, multiplicamos tpuada restriccion por
£y utilizamos la condicié(1 + r) = 1, obteniendo
B ey — 4817 =b,.
La lagrangeana en este caso esta dada por
L=Inei — L+ B(Ines —lo) + A (bl My cl) W (bl —Bey+ 45@/2) ,

gue es funcion de las variables ¢, [1, l2, b1, A1 Y A2. Las7 condiciones de primer
orden son

oc 1 oL B B
3_01 N C1+>\1_0’ 802_02 6)\2_ ’
oL )\1 oL )\2

= = 12X o E o B4+2822 =
o i 0, s B 615/2 0,
oL

a_b1 = M +X=0,

oL oL

— b1—4l}/2+01:0, :b1_502+4555/2:0_

O\ Oy
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene queneb duturre en
lhi=1y=1c=c=22b =0\ =—2"%2= —),. Por (ltimo, tomando
el cuenta los signos de los multiplicadorgsy )\, se tiene quel es una funcion
concava, de modo que se trata efectivamente de un maximo.

5.2.4 Cualificaciéon de las restricciones: ¢ cuando falla el
método de los multiplicadores de Lagrange?

El método de los multiplicadores de Lagrange para el probléenoptimizacion
restringida def (x1, ..., x,) sujeto ag;(x1,...,x,) =c¢j,j =1,...,m, se basa en
el cumplimiento de la llamada cualificacion de las restoices,

VI = AVgi 4+ A5V

Para que esta condicion se cumpla es necesario que el codgigradientes

en el 6ptimo{Vyi,..., Vg } sea linealmente independiente. Cuando esto no
sucede es posible que el método de Lagrange no te permitzeolbieguno de los
candidatos a optimo, o bien, que no te dé todos los candigagisles. En ese
caso, es necesario complementar el método de Lagrangerodipotde busqueda
de 6ptimos, como discutiremos a continuacion.

En el caso particular de la optimizacion de una funcion devdaablesf (z, y)
sujeto a una sola restricci@nz, y) = ¢, la cualificacion de las restricciones se
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5.2 Optimizacion con restricciones de igualdad. Multipdiores de Lagrange

reduce a la condicion de tangencia
Vf*=\Vg"
Esta condicion no se cumple cuando el 6ptimo restringidoy*) del problema

coincide con un punto critico dg(Vg = 6)), a menos que este 6ptimo también
sos — . . . .
sea un punto critico dé (Vf = 0), como se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Encuentra la solucién al problema

max  f(z,y) =~y
sa. y*—a2°>=0.
En este caso, la lagrangeana esta dada por

L(z,y,\)=—y+ A (x2 — y?’) ,
cuyas condiciones de primer orden son

L, =2\ =0

L,=-1-3)72=0
Ly=2>—y>=0.
Es fécil verificar que no existe solucion a este sistema dacémoes, por lo que
erroneamente podriamos concluir que en este probfentase maximiza. Sin
embargo, si graficamos algunas curvas de nivgl,dladas pory =const., y la
curva de restriccion = z/3, observamos que la funcighalcanza su maximo
en el punta(0, 0).

¥ 273

Y=x

e N

Vfl

'5' fo#() vE=0 =x

El metodo de Lagrange falla aqui, ya que no se verifica la cadi
V f* = A*Vg*. En efecto, comd/ f(z,y) = —jy Vy(z,y) = — 2271 + 3y%J,
por lo tanto en el 6ptimo se tiene

V= Vf(0,0)=—j, Vg =Vg(0,0)=0,
es decir, el 6ptimd0, 0) es un punto critico de, pero no def. Como en el
optimoV f* #£ 0 y Vg* = 0, por lo tanto no exista™ tal queV f* = \*Vg*.
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2. Encuentra la solucion al problema

max. f(z,y) = —a*—y>
sa. y°—22=0.
En este caso, la lagrangeana esta dada por
L(z,y,\) = —2% — >+ A (sc2 — y3) ,
cuyas condiciones de primer orden son
L,=—-2x+2 \x=2x(A—1)=0,

L, =2y -3\ =y(-2-3\y) =0,
E)\ = $2 - y3 = 0.
Es facil verificar que este sistema de ecuaciones si tieneidn| y ésta ocurre
en el puntq0, 0), que es la misma que se obtiene a partir de un analisis grafico.

Aqui no falla el metodo, ya que si se verifica la condiciofr = A*Vg*. En
efecto, comoV f(z,y) = —2xi — 2yj y Vg(z,y) = — 207 + 3y° j, por lo tanto
en el 6ptimo se tiene

Vf*= Vf0,00=0, Vg =Vg0,0) =0,

es decir, el 6ptimd0, 0) es un punto critico tanto decomo def. Como en el
optimoV f* = Vg* = 0, por lo tanto se cumple la condicidnf* = \*Vg*
para todo valor da*.

Este tipo de dificultades suele ocurrir cuando el optimairegto (z*, y*) de f
coincide con algun punto cuspide de la curva de restricgiony) = ¢, en donde
no esta definida la derivadg/dz. La caspide se origina en el hecho de la funcion
z = g(x,y) tiene un punto critico a lo largo de la curva de niyet,y) = c. En
efecto, a lo largo de la curva de nivglz, y) = c por el Teorema de la Funcion
implicita se tiene

dy _ gu(z,y)
dx 9y(7, )
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5.2 Optimizacion con restricciones de igualdad. Multipdiores de Lagrange

Cuando el 6ptim@z*, y*) es un punto critico de la funcion= ¢(z, y), entonces
ﬁ
Vg(z*,y*) = 0. Porlotanto,

9:(2%,y*) = gy(2*,y") = 0.
Como(z*, y*) esta en la curva(z, y) = ¢, se tiengy(z*, y*) = ¢, de modo que

dy  g.(z*y) 0

de — gy(ary*) 0O

Por lo tanto, la derivaddy /dx no esté definida efx*, y*) y la curvag(z,y) = ¢
tiene una cuspide gi:*, y*).

y
dwdx .-
\ ghey) =c

‘\ x

punto critico de z = glx,y)

En resumen, los candidatos a 6ptimo para el problema de iaption
restringida son los puntos criticos de la funcion lagrangédx, y, \), asi como
los puntos criticos de la funcion de restriccigir, v), en donde posiblemente se
viole la cualificacion de la restricciON, f* = \*Vg*.

La extension de los resultados anteriores para el casodimginsional es
mas compleja. Solamente mencionaremos aqui que si sertieeiaciones
de restriccion, de la formg; (%) = c;, la cualificacién de las restricciones

m *

V= Zj:1 >V g se viola cuando el rango de la matriz

o9 ... 991
8x1 Bl’n
—>k . .
Dg(a™) =1 :
9m ... 99m
ox1 Oxn

es menor quen (ver, por ejemplo, el libro de Simon y Blume). En este cas®, lo
candidatos a 6ptimo para el problema de optimizacion regtta son los puntos

st .7 —> z rand
criticos de la funcion lagrangead =, \ ), asi como los puntos criticos de las
funciones de restriccién; (), en donde posiblemente se viole la cualificacion de
las restriccionesy f* = >~ \;Vgs.
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5.3 Optimizacion con restricciones de desigualdad. Condanes de
Kuhn-Tucker

En esta seccion estudiaremos coOmo resolver un problemaid@zgrion para una
funcion sujeta aestricciones de desigualdadn donde no todas las funciones son
lineales, lo que se conoce coRmgramacion No Lineal

La solucion a un problema de optimizacion depende de la gei@nake la region
factible F. Diferentes tipos de restricciones dan origen a difereswésciones
Optimas, como se muestra en los siguientes casos. En ellmmsilera la
maximizacion de una funcién céncaya R? — R, representada por la superficie
z = f(z,y) generada por los puntg¢s, y) € R2.

Caso 1.Primero consideremos el problema de maximizacion libre

max. f(z,y).
Aqui la region factibleF es simplement®? . La siguiente figura muestra la regién
F, algunas curvas de nivel dey el vector gradient®’ f, que indica la direccion
de crecimiento d¢. En este caso, la solucion optinfacorresponde al maximo no
restringido def. Como P esté fuera de la frontera de (los ejes), se tiene que
es unpunto interiorde la region factibler.

5
punto interior de F

&y

0 x

Caso 2.Ahora consideremos la maximizacion flsujeta a una restriccion de
igualdad, tal como
max. f(z,y)
sa.z+y=2.
Aqui la region factibleF es el segmento de recta+ y = 2 enRR?. La solucién
Optima ocurre en el punt® de la curvaF. Como una curva en el plano esta
formada sélo de puntos fronter,es unpunto fronterade la region factibler.

¥ punto frontera de F
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5.3 Optimizacion con restricciones de desigualdad. Camuks de Kuhn-Tucker

Caso 3.Por ultimo, consideremos la maximizacion flsujeta a una restriccion

de desigualdad, tal como

max. f(z,y)

sa.x+y<2
Aqui, la region factibleF es el triangulo definido por +y < 2,2 >0y y > 0.
Dependiendo de la posicién del maximo no restringidg a@®n respecto a la
regionF, la solucién 6ptimaP puede ocurrir ya sea en ynto interioro en un
punto fronterade F.

pumnto
nterior

de &

punto ¥ punto
frontera fromtera

de F de §

Esto es lo que se conoce comopmblema de Kuhn-Tuckey, en las siguientes
secciones deduciremos las condiciones de optimalidadsmmyndientes.

5.3.1 Problemas de maximizacion

El siguiente ejemplo proporciona unaidea intuitiva delgbema de Kuhn-Tucker
para una funcion de una variable. Sea R — R una funcion céncava,
representada graficamente por la cupva f(x) enR?. Buscamos el maximo
global del problema

max. f(z)

s.a.x > 0.
La siguiente figura muestra diferentes posibilidades @afariciony = f(z) en
R2. Dependiendo de la ubicacion del maximo no restringidg den respecto a la
region factibleF, dada porr > 0, la solucion éptimaP puede ocurrir en un punto
interior o un punto frontera dé.

v ¥
it =0 PR =0
i
I
: flix*=0
I
P P P
1] F x 0 F x 7} F x
x*=0 x*=0 x*=0 :
punto interior de § punto frontera de F punto fronrera de F
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En la figura de la izquierda, la solucidhcoincide con el maximo no restringido
de f, que es el punte* > 0 en dondef’(z*) = 0. En este casa? es unpunto
interior de F. En la figura central, el maximo no restringido fieae fuera de la
region factible, de modo que la mejor soluciBrocurre enc* = 0, con f’(z*) < 0.
Asi, P es unpunto fronterade F. Por ultimo, en la figura de la derecha el maximo
no restringido def ocurre exactamente eri = 0, con f'(z*) = 0. NuevamenteP

es unpunto fronterade 7. Del analisis grafico podemos concluir que en el 6ptimo
se verifican las siguientes tres condiciones

>0, fl(z*)<0 y a*f(z*)=0.

Ahora consideremos el caso de una funcion de dos varialday. SR? — R
una funcién céncava, representada por la supetfieief (z, y) enR?, que debera
maximizarse sujeto a una restriccion de desigualdad,y) < ¢, conc una
constante. Como se justificara mas adelante, la restricagespondiente a un
problema de maximizacion debera escribirse siempre enrabto dado €). De
esta manera, considera el problema

max. f(x,y)

s.a. g(z,y) <ec
La siguiente figura muestra diferentes posibilidades @afaricionz = f(z,y) en
R3. Dependiendo de la ubicacion del maximo no restringidg den respecto a la
region factibleZ, dada por(z, y) < ¢, la solucién 6ptima puede ocurrir en un
punto interior o un punto frontera dé.

'

™
™

gty =¢

gxy =c ¥ gy =¢
x
punto frontera de F punto frontera de F

- punto interior de &

En la figura de la izquierda, el maximo no restringidofdecurre en el interior

de la region factibleg(z,y) < ¢; la solucion 6ptimaP es unpunto interiorde F.

En la figura central, el maximo no restringido fleae fuera de la region factible
y la mejor opcion es el puntB de la curvag(z,y) = ¢ que se encuentra lo mas
cercano posible a ese méxinma solucion éptimaP es unpunto fronterade 7. En

la figura de la derecha, el maximo no restringidofd®curre exactamente sobre la
curvag(z,y) = ¢, nuevamente, la solucion optinkaes unpunto fronterade 7. A
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5.3 Optimizacion con restricciones de desigualdad. Camuks de Kuhn-Tucker

continuacién se muestran las proyecciones en el gkinmorrespondientes a los
tres escenarios anteriores. En ellas se puede observgida factibleF y algunas
curvas de nivel de cada una de las funciofies

\ Vf= g V= g
gxyl=c ; .
gy ¢ gyl =¢
X e ..
punto interior de F punto frontera de F punito frontera de

En el primer caso, la existencia de la restriccion resuledavante, y el problema
puede resolverse a partir de la maximizacion librefd&n el segundo caso,

la restricciong(z,y) < ¢ puede reemplazarse por la restriccién de igualdad

g(z,y) = ¢, y la solucion del problema puede obtenerse con el métodode |
multiplicadores de Lagrange. El Gltimo caso es una cominate los otros dos.

Con el fin de desarrollar un método general de solucién quejabdos
tres casos anteriores, partimos de una descripcion baraglaneétodo de los
multiplicadores de Lagrange, pero que sea capaz de reel@cun problema de
optimizacion libre cuando ése sea el caso. Al tratarse dedeseripcion tipo
Lagrange, pediremos que en el 6ptimo se verifique la condaedangencia

Vf=AVg.

La diferencia con el método original de Lagrange consistguerahora el problema
de optimizacion esté sujeto a una restriccion de desigdajda, y) < c. Por esa
razon, debemos reemplazar la condici¢n, y) = ¢ de solucion frontera por algun
otro criterio que permita la existencia de una solucionriotecomo se discutio
en los ejemplos anteriores. Como se justifica a continuaegte nuevo criterio
requiere el cumplimiento de las siguientes tres condicpne

g@,y)<e, A20 'y Ag(z,y) —c)=0.

La condiciong(z,y) < c establece que en el 6ptimo se debe satisfacer la
restriccion impuesta. Para entender la condicior 0, o condicion deno
negatividaddel multiplicador)\, es necesario hacer la siguiente consideracion.
Primero observa que la restriccion de desigualglady) < ¢ puede interpretarse
como el contorno inferio€1,(c) de la funcionz = g(x,y) correspondiente a
z = c¢. Dado que el gradient& g apunta hacia el contorno superi@s,(c) de
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g, por lo tantoVg debe apuntar hacia afuera de la region factibledlada por
g(z,y) < ¢, como se ilustra en la siguiente figura.

glx. pi=ze

Imponer que\ > 0 en la condicién de tangenciéf = A\Vg implica que, en el
optimo P, los gradientes/ f y Vg deben apuntar en el mismo sentido. Asi, un
pequefio incrementAc enc hara que el nuevo 6ptimB’ esté en una curva de
nivel con mayor valor d¢, como se muestra en la figura de la izquierda\ Si 0,
entoncesV f apuntaria en el sentido contrari®/g, por lo que habria una curva de
nivel con un mayor valor d¢ dentro de la region de restriccigen consecuencia,
P no podria ser el punto que maximizg.a/a que habria un mejor punfd dentro
de la region, como se muestra en la figura de la derecha.

[ crece
hacia
afusra

Nota que la no negatividad deen el problema de Kuhn-Tucker contrasta con el
caso de una restriccion de igualdad. En ese capodia tomar cualquier signo,
ya que la optimizacion se lleva a cabo en la cusia y) = ¢, sin posibilidad de
desplazamiento hacia las regiones alrededor de la misma.

Para explicar la tltima condicion(g(z,y) — ¢) = 0, conviene analizar por
separado los tres casos anteriores. Cuando el maximo ningekt de f ocurre
en el interior de la region de restriccion, el OptirRosatisfacey(z,y) < c. Ahi

Vf= 0 y Vg # 6), por lo que la condiciélV f = AVg implica quel = 0 en P.
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o S|

By =c

X

; vr=7, vg=3 y [EET 7]
gyl =c Vi=AVg implica

x punito interior de F

Por otra parte, cuando el maximo no restringidofoteae_)fuera del_a) region de
restriccion, el 6ptimaP satisfacey(z,y) = c. AhiVf # 0 y Vg # 0, porlo que
la condicionV f = AVg implica queX > 0 en P.

=

v VFF0, vg#0 y[sby)=c|
)2 Vi=AVg implica

punto frontera de &

Por dltimo, cuando el maximo no restringido deécurre exactamente en la
. ., 27 4t . —
frontera de la restriccion, el 6ptim@ satisfacey(z,y) = c. Como ahiVf = 0y
— e, . .
Vg # 0,lacondicionV f = AVg implica que\ = 0 en P.

z

|
I
| Az
|
I

¥ 2 = —
X gy ¢ W=ty minlen
punto frontera de &
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Concluimos que en los tres casos se verifica la condigigf, y) — ¢) = 0,
gue establece que en el éptimodebe cumplirse al menos una de las siguientes
igualdades,

A=0 0o g(z,y)=c

5.3.1.1 Condiciones de Kuhn-Tucker para problemas de maxirpacion
Los resultados de la discusion anterior para resolver el@noa de Kuhn-Tucker

max. f(z,y)

_ s.a g(z,y) <c _
se pueden formalizar en términos del método de Lagrange, sigdiente manera.
Primeramente, se plantea la funcion lagrangeana

‘C’(x>ya )‘) = f(xay) + )‘(C - g(x7y))

En lugar de pediC, = £, = £, = 0 como en el método de Lagrange, ahora las
condiciones necesarias de primer orcson

Ly = fylzy) = Agy(z,y) =0,

que representan la tangenchf{ = AVg) en el 6ptimo. La tercera igualdad,
L, =0, equivalente g(x, y) = ¢, debe sustituirse por las llamadasndiciones de
holgura complementaria,

EAZO, )\EOy)\szo,

0 equivalentemente,

g(z,y) <ec, A>0Yy ANyg(z,y) —c) =0.

La primera condicion impone el cumplimiento de la restdooen el 6ptimo. La
condicion\ > 0 garantiza que al ampliar la region factible se obtendra lor va
mayor para el 6ptimo dé. La Ultima condicion establece gue= 0 (optimizacion
libre) og(x,y) = c (problema de Lagrange) en el 6ptimo.

Por dltimo, como se justificara en la seccion 5.3.1.5 sobnelicines
suficientes, la restriccion en un problema de maximizadémgre debera estar
expresada en el formatdzx, y) < ¢, con el fin de garantizar de que el 6ptimo
obtenido se trate efectivamente de un maximo (para0).
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Condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de maximizacit
max. f(z,y), s.a g(z,y) < c.

1. Se construye la funcidn lagrangeana correspondiente,

‘C’(x>ya )‘) = f($ay) + A(C - g(x>y))

2. Se establecen las condiciones de primer orden facan respecto a las
variablesr y y solamente,

Lo=fe—Agz=0
L, = f,— gy, =0.
3. Se establece las condiciones de holgura complementaria
Ly>0, A>0 y M\)=0,
0 equivalentemente,

gz,y)<ec, A20 'y Mglz,y) —c)=0.
4. Se resuelve, consistentemente, el sistema de ecuagidesgjualdades.

Ejemplos:

1. Encuentra la solucién al problema

max. f(x,y) =x+y

sa. 2?+9y* <1
En este caso, la lagrangeana correspondiente esta dada por

L(z,y,\) =2 +y+ A1 —2%—19?).
Las condiciones de primer orden ery y son
Lo=1-2Xx=0 (1)

L,=1-2\y=0, (2)
que deberan resolverse junto con las condiciones de hatgurplementaria

?24+yP <1, B) A>0, (4 AM22+y*P-1)=0. (5)

Para resolver el sistema (1)-(5) conviene comenzar powukdad (5), que
establece que el 6ptimo debe cumplir al menos una de lascgones\ = 0 0
2% 4 3% = 1. Analicemos cada caso por separado. i\St 0, las ecuaciones
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(1)-(2) conducen a una inconsisten¢ja = 0!) , por lo que esta opcion se
descarta. ii) Si? + y? = 1, se obtiene el sistema de ecuaciones

1-22=0 (1)

1—2\y=0 (2)

P +yt=1,  (6)
correspondiente a un punto fronterd (- y?> = 1) de la restriccion. El sistema
tiene dos soluciones posibles,

Sustituyenddz,, y;) en (1) se obtiene

1 V2
M=—=—"2<0.
YT o, 2

Esto viola la condicion (4) , por lo que esta opcion se descBur otra parte,
sustituyenddz,, y2) en (1) se obtiene

12
d=—=—>0
> 2wy, 2
gue satisface la condicion (4). Asi, solo los valargsys, \,, satisfacen las
condiciones (1)-(5) en su totalidad. Concluimos que elnalaximo def

ocurre en el punto fronter& (%, %) ,conX, =+2/2y fr= 5.

La siguiente figura muestra la region factitfe 22 + y? < 1, y algunas curvas
de nivel def, dadas por: + y =const. Tomando en cuenta la direccion de
crecimiento def, dada por el vector gradientf, es claro que la solucion

Optima ocurre en el punto frontet%(%, %) de la restriccion, en dondgé
toma su maximo valor posible.

H.

min
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Nota que, al ser la solucion un punto fronterageeste problema de
Kuhn-Tucker es enteramente equivalente al problema deabhggr

max f(r,y) =x+y
sa. 22+ =1
2. Encuentra la solucion al problema
max. f(z,y) =9~ (z—2)* = (y — 2)*

s.a. 2x+3y <12
En este caso, la lagrangeana correspondiente es

L(z,y,\)=9—(z—2)*— (y =22 + X\(12 — 22 — 3y)
Las condiciones de primer orden ery y son
L,=-2x—-2)—2A=0 (1)
L,=—-2(y—2)—3)2=0, (2
gue deberan resolverse junto con las condiciones de hatgurplementaria
2e+3y <12, (3) A>0, (4) M2x+3y—12)=0. (5
De la igualdad (5) se sigue que= 002z + 3y = 12.1) Si A = 0, las
ecuaciones (1)-(2) implican
r=y=2, (6)

en donde todas las condiciones (1)-(5) se satisfacen. Nieté) constituye un
punto interior de la restriccion, ya que

27+ 3y =2(2) +3(2) =10 < 12. (7)
i) Si 2x + 3y = 12, se obtiene el sistema de ecuaciones

—2(x—2) =22 =0 (1)

—2(y—2)—=3A=0 2
2x + 3y = 12, (9)
gue corresponderia a un punto frontera. Al resolver elragstebtenemos el
punto(z,y) = (22,22) con\ = —;% < 0, que viola la condicién (4). Asi, esta
opcion se descarta. Concluimos que el valor maximg deurre en el punto
P(2,2),con\=0y f*=09.

La siguiente figura muestra la region factitffie2z + 3y < 12, y algunas curvas
de f, dadas pof — (z — 2)? — (y — 2)? =const. Tomando en cuenta la direccién
del vector gradient® f, el maximo restringido d¢ coincide con su punto de
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optimizacion libre,P (2,2). Como en ese punt2r + 3y < 12, P es un punto
interior de la restriccién, y por tanto= 0 ahi.

‘ Zetive]?

5.3.1.2 El caso multidimensional

Los resultados anteriores pueden generalizarse faciénpamt el caso de la
optimizacion de una funciori de varias variables, sujeta a una coleccion de
restricciones de desigualdad, de la forma

max. f(z1,...,%,)

sa gj(z1,...,@y) <¢j, j=1,...,m.
Aqui el nimeran de restricciones puede ser mayor, menor o igual al nGmero
de variables, debido a que la regién factiless la interseccion de desigualdades
(por ejemplo, un poligono €R?) y no de igualdades, como en el caso de Lagrange
(en donden < n). Para cada restriccigy)(z’) < ¢; se introduce un multiplicador
de Lagrange\;, y se establecen las condiciones gque se enuncian a conéinuac

Condiciones de Kuhn-Tucker para el problemaméx. f(7') s.a.g;(7) < ¢,
j=1,...,m, T €R"

1. Se construye la funcion lagrangeana correspondiente

H
LT, X) = F(T)+ Y Nilej — (7))
2. Se establecemcondiciones de primer orden pafaenz;, i =1,...,n
L, =0, 1=1,...,n.

3. Se establecem condiciones de holgura complementaria

g](?) SC]', )\j >0 Yy )\j(gj(?)—cj):o, 7=1,...,m,

0 equivalentemente,
,C)\]. >0, )\j >0 Yy )‘j[')\j =0.

4. Se resuelve consistentemente el sistema de ecuaciorsgyaldades.
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Ejemplos:

1. Encuentra la solucién al problema

max. f(z,y) = x1/2y1/2

sa.z+y<2 ()
r+2y>2 (Il
x>0 (1)
Primeramente, escribimos las restricciones en el form&ie ) < c;, es decir,

max. f(z,y) = z'/y"/?

s.a. r+y<2
—x—2y < =2
—z<0
La lagrangeana correspondiente esta dada por

L(z,y,A1, A2, A3) = #' 2y P4 M(2 — 2 — y) + Ao(—2 + 2 + 2y) + Asz,
gue en el 6ptimo satisface las condiciones de igualdad

y1/2

Lo=22 X+ 2+2 =0, (1)

z1/2

i — = 272 — M +2X%=0, (2
junto con las cond|C|ones de holgura complementaria

r+y<2 M2>20, Mz+y—-2)=0, (3)
r4+2y>2, A>0, X(z+2y—2)=0, (4)
ZBZO, )\320, )\3$:0 (5)

De las igualdades en (3), (4) y (5) se sig@én= 8 casos, iY\; = Ay = \3 = 0,

i) Ay = A2 = x = 0, etc, cuyo analisis puede resultar engorroso. En lugar
de esto, conviene utilizar un analisis grafico para reducidimero de casos.
Para ello, dibujamos la region factikfe (interseccion de las tres restricciones
de desigualdad), algunas curvas de nivefdasi como el gradient¥ f, para
determinar la direccion de crecimiento fle

1
'

oI
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En la grafica se observa que el puit@ue maximiza g ocurre en donde la
restriccion | esta activa,

r+y=2, (6)
mientras que las restricciones Il y lll no lo estani{ 2y > 2y = > 0). De
acuerdo con las igualdades en (4) y (5), esta ultima afirmagiplica que

Por ultimo, resolvemos el sistema de igualdades (1), (2)y (@) para
x,y, \1, A2 Y A3, Y verificamos el cumplimiento de la condicidn > 0. Con
esto, se tiene que el valor maximo flesucede en el punt& (1,1), con
M=3>0 A=X=0y f*=1

Geomeétricamente), = 0 significa que si la restriccion Il se modificara
ligeramente, digamos:a+ 2y > 2.01, esto no afectaria la posicion actual
del 6ptimo,(z*, y*) = (1,1). Lo mismo sucede con la restriccion I, ya que
A3 = 0. En contraste); # 0 implica que un pequeiio cambio en la restriccion
| si produciria una nueva solucién 6ptima. Por esta razas enlltiplicadores
de Lagrange\; se les denomingariables de sensibilidadnte cambios en los
parametros;.

x

Aqui la solucién 6ptima es un punto frontera de la restrittj§ no es sensible
a cambios infinitesimales en las restricciones Il y lll. Ens®Eruencia, este
problema de Kuhn-Tucker es enteramente equivalente alggnalde Lagrange

max. f(x,y) = x1/2y1/2

sa. r+y=2

. Resuelve el siguiente problema de maximizacion de l@adilde un individuo,
u(z,y), en dondep, m > 0:

max.u(z,y) = x + In(1 + y)
sapr+y<m ()

x>0 ()
y>0. ()
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Primeramente, escribimos las restricciones en el formato) < c;, es decir,

max. u(z,y) =z + In(1 +y)
s.a. pr+y<m
—x <0
-y <0.
La lagrangeana correspondiente esta dada por
L(x,y, 1, A2, A3) =z +In(1 +y) + Ai(m — pr — y) + X + A3y,
gue en el optimo satisface las condiciones de igualdad

L,=1—p\+X=0, (1)

Eyzﬁly—)\l—i—)\gz,:O, (2)

junto con las condiciones de holgura complementaria

pr+y<m, A\ >0, Mpzr+y—m)=0, (3)
€ 2 07 )\2 2 07 )\2.7: N 07 (4)
Yy 2 07 )‘3 Z 07 )‘3y = 0. (5)

Es claro de (1) que; # 0, ya que en ese casgs < 0. En consecuencia,
A1 > 0y la condicion (3) implica
pr+y=m. (6)
Nos quedan, entonces, s@fo= 4 casos:
i) Siz* =0y y* =0, se viola la condicion (6), ya que > 0.

i) Si z* > 0y y* = 0, de (6) se sigue que* = m/p. De (4) y (1) se obtiene
Ay =0, = 1/p. De (2) y (5), se tienes = (1/p) — 1 > 0, de donde
0<p<1.

i) Si z* =0y y* > 0, de (6) se sigue qug: = m. De (5) y (2) se obtiene
A3 =0,A\ =1/(1+m)>0.De(1)y(4) setieney, =p/(1+m)—12>0,
de dondey > m + 1.

iv) Siz* > 0yy* > 0,de (4)y (5) setiena, = A3 = 0. De (1) y(2) se obtiene
M =1y"=p—1.De4),(5)y(6)setiene* = (m+1—p)/p >0,
y*=p—1>0,dedondd <p<m+1.

En resumen, la solucién del problema es la siguiente:

A.Si0 < p < 1, entoncegz*,y*) = (m/p,0), conA; = 1/p, Ay = 0,
A3 = (1-p)/p.

B.Sil < p < m+ 1, entoncegz*,y*) = (m+1—p)/p,p—1), con
M=1/14+m),a=(p—1—m)/(14+m), \3 =0.
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C.Sip > m+ 1, entoncegz™*, y*) = (0,m), con); =1, Ay = A3 = 0.

v

Dep=1 l<p<m+1 pEm+l

il juis
mip x mip x

3. Encuentra la solucién al siguiente problema de maxinopade la utilidad de
un individuo,u(z, y), en donded € (40, 120) es un parametro:

. 1 1
max.u(z,y) = 3 Inz+ 3 Iny

sa. 3r+y <A (I
x+y <40 ()
x>0 ()
y=>0. (IV)
Para entender por qué se impone la condicléa (40,120), considera las
siguientes figuras. De acuerdo con la figura de la izquierd&,<s 40, entonces
la restriccion | seria irrelevante(es la interseccion de I-1V). De acuerdo con
la figura de la derecha, gi > 120, entonces seria irrelevante la restriccion Il.

¥ ¥

A
A4 <40 4 =120
40 40
A
F I I F T3 1T
43 40 % 10 iy =

Por otra parte, observa que en este ejemplo podemos igasnasitricciones Il
y IV, ya que el dominio de la funcién objetivo estalRh™, por lo que no puede
existir solucion a lo largo de los ejes coordenados. De eateera, la funciéon
lagrangeana correspondiente esta dada por

1 1
L=-lnz+-Iny+  \(A—-3z—y)+ (40 —z — y),

3 3
gue en el 6ptimo debe satisfacer las condiciones de igualdad
1
L,=—=3\1—X =0 (1)
3x
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1
Cy:?)——Al—AQ:O 2
Y
junto con las condiciones de holgura complementaria

x4y <40, X >0, M(r+y—40)=0. (4)
De las igualdades en (3) y (4) se sigi#n= 4 casos:
)Si Ay =0y Xy = 0, se violan las condiciones (1) y (2), ya que, # 0.

ii) Si en el 6ptimo esta activa la restriccion3x+ y = A) e inactiva la
restriccion 1l ¢ + y < 40), entonces ahi se cumple

Jr+y = A
)\2 = 0
i—3)\ - =0
3 1 N
1

Z A= = O
3y 1 2

La solucion de este sistema es

A A I | \ 2

T = = = — = —
6 Y T2 MT3a

Adicionalmente, como en este caso+ y* < 40, por lo tanto

)\2:0.

40 < A < 60.

iii) Si en el 6ptimo estan activas la restricciorBl:(+ y = A) y la restriccion Il
(z + y = 40), entonces ahi se cumple

3xr+y = A
r+y = 40
1
3\ — N\ —
3z A 2 0
1
— — A =X = 0.
Sy 1 2
La solucion de este sistema es
., A—40 . 120-A 2(80 — A) 4(A - 60)
T = y Y = ’ )\1 = ) )\2 = .
2 2 3(A —40)(120 — A) 3(A —40)(120 — A)

Adicionalmente, comad; > 0y A\, > 0, por lo tanto
60 < A < 80.
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iv) Por altimo, si en el 6ptimo esta inactiva la restriccidB4 + vy < A) y activa
la restriccion 1l ¢ + y = 40), entonces ahi se cumple

M =0
r+y = 40
1
— =3\ —X =0
31‘ 1 2
1
— =)A= = 0.
3y 1 2
La solucion de este sistema es
1
=20 =20, M =0, A= —.
X ) ) ) 1 3 2 60

Adicionalmente, como en este cagd + y* < A, por lo tanto

80 < A < 120.

En resumen, la solucién del problema es la siguiente:

. o (AA _ 2 _
A. Si40 < A < 60, entoncesz*, y*) = (E’E)’Con)\l =3 A = 0.

. A—40 120—- A
B.Si60 < A < 80, entoncegz*, y*) = ( 5 3 ) con

2(80 — A) 4(A - 60)

)\ = )\ — .
P T3(A—40)(120 — A) 7P T 3(A — 40)(120 — A)
. 1
C. Si80 < A < 120, entoncegz*, y*) = (20,20), conA; =0, g = 50"
"
A 40=4=120
40 H‘\\
I
F I
IV A3 40 x
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5.3.1.3 No negatividad de las variables;

En economia, las variables independientges . ., x,,, suelen representar
cantidades, precios y otras variables que no pueden torimaesanegativos. En
consecuencia, en los problemas de optimizacion apareca@varias restricciones
del tipoz; > 0, ademas de las restricciones econdémicas (presupuestales, d
produccion, etc.).

Una manera de incorporar este tipo de restriccion al métedéuthn-Tucker
consiste en introducir un multiplicador de Lagrange adialpdigamos.;, por
cada restriccion; > 0, tal y como lo hicimos en el ejemplo 1, para la restriccion
x > 0. Asi, por ejemplo, para un problema del tipo

max  f(z,y)

s.a. g(z,y) < c.
x >0, (esdecir,—z <0)
y >0, (esdecir,—y<0)
se puede plantear una lagrangeana de la forma

‘C’(x>ya )‘777) = f(xay) + )‘(C - g(l“, y)) + i + Uy,
gue en el 6ptimo satisface las condiciones

L, = fz_)‘goc"_:ulzo

Ly = fy—Agy+p,=0
g(x,y) S C, A 2 07 A(g($>y) _C) =0

x>0, =20, pr=20

yZO. ,[L220, lu2y:O

Existe una manera alternativa de incorporar las condisione 0, y > 0. Para
ello, nota que la condiciol, = 0 implicay, = — (f; — Ag.) . Ademas, como
w; > 0 setiene que- (f. — \g..) > 0, es decir,

Esto equivale a reemplazar la condiciop= 0 por las condiciones

Un argumento similar se sigue para la condicién de no nedathen la variable.

De hecho, si suponemos que la lagrangeaea una funcién concava en todas
sus variables, nota que una condicion de la forma
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simplemente garantiza la existencia de un maximo globa fan la regién

De esta manera, este segundo planteamiento consiste emnerama
lagrangeana de la siguiente forma (sin los multiplicadpses i)

L(z,y,\) = f(z,y) + Ac —g(z,y)),
gue en el optimo satisface las condiciones modificadas

L, = [f:—20.<0, >0, z£,=0
Ly = fy—Agy <0, y=0, yLy =0

g(z,y) <e¢, A>0, Ag(z,y)—c) =0,
COMO Se resume a continuacion.

Condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de variables nmegativas:
max.f(7')s.a.g;(7)<c¢j,z; >0,j=1,...,m, T € R".

1. Se construye la funcién lagrangeana correspondiente

m

LT, N) = [(@)+ Y Nley — ;(T)).

7=1
2. Se establecem condiciones de holgura complementaria para las varialoles n
negativase; :

3. Se establecem condiciones de holgura complementaria para las restrnesio
- .
9;(7) < ¢

9i(T)<e N=0 y  N(g(T)—¢) =0, j=1,...,m.
0, equivalentemente,

[,)\jZO, )\jZO Yy )\jﬁ)\j:O, j=1,...,m.
4. Se resuelve consistentemente el sistema de ecuaciorsgyaldades.
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Ejemplo:
Encuentra la solucion del problema

max. f(z,y) =9—2"—(y—2)°

sa. z+y<1 (I)
x>0 (1
y>0. (1)
La lagrangeana correspondiente es
E(Zlf,’y,)\) :9—$2—(y—2)2+)\(1—$—y),

gue en el 6ptimo satisface las condiciones de no negatividad

L,=—-2x—X<0, x>0, x(2x+ ) =0, (1)
x4y <1, A>0, Az+y—1)=0. (3)

De las tres igualdades en (1)-(3) se sig@én- 8 casos. Como se observa en la
figura, de esos casos el Unico que nos interesa es aquél enld@aiucion optima
ocurre simultdneamente en las fronteras de las restrigsionll, es decir,

r4+y=1 x=0.

Sustituyendo esto en el sistema de desigualdades, seabtiera solucion optima
es(z*,y*) =(0,1),con\ =2y f*=8.

Por altimo, debes tener mucho cuidado en el manejo de la@déndie no
negatividad de las variables, > 0, en problemas de economia. Esta puede ser
ignorada, sélo si sabespriori que existe la restriccidm; > 0 en el dominio de
la funcion objetivof, o bien, cuando la derivada parcigl diverge enz; = 0.

En cualquiera de estos casos, la solucidén éptima ocurrirg en0. Si esto no
sucede, al ignorar la restriccian > 0 puedes obtener resultados erréneos cuando
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el 6ptimo ocurre precisamente en= 0 (soluciones de esquina).

x

0| x 0]

S \

Agui puedes ignorar la condicién x 20 Agqui no puedes ignorar la condicion x; 20

5.3.1.4 Restricciones mixtas En algunos problemas de optimizacion se
tiene un conjunto de restricciones mixtas, en el sentidougeexisten tanto
restricciones de igualdad, del tigg = c;, como restricciones de desigualdad,
del tipog; < ¢. Es posible demostrar (ver Simon & Blume) que en este caso el
problema de optimizacion es una combinacion de un probleniadrange y uno
de Kuhn-Tucker, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:
Plantea el siguiente problema de optimizacion:
max. f(z,y, 2)
s.a.g(x,y,2) =c
h(z,y,z) <d.
En este caso, podemos plantear una lagrangeana de la forma
E(.Z', Y, z, )\la >\2) = f(xa Y, Z) + )\1(0 - g($> Y, Z)) + >\2(d - h(..'lf, Y, Z))a
con condiciones de primer orden

L,
‘Cy
L.

I
o oo

9(@,y,2) =c
h(x7y7z> < d7 )\2 >0 y AQ(h(.]],y,Z) - d) = 0.

5.3.1.5 Condiciones suficientes para un maximo global

Una vez establecidas las condiciones necesarias de oipfith&n el problema
de Kuhn-Tucker, buscamos condiciones que garanticen gbjgtieho es un
maximo global. Al igual que en un problema de Lagrange ($&c8i2), se puede
demostrar que una condicion suficiente para maximo es queaeava la funcion
lagrangean® = f(@’) + %;)\;(c; — ¢;(¥')). Dado que en este casg > 0, esto
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5.3 Optimizacion con restricciones de desigualdad. Camuks de Kuhn-Tucker

se satisface si la funcién objetiyoes concava y cada funcion de restriccigoiz’)
es convexa, como se establece el siguiente teorema.

Teorema de suficiencia para un maximo global Si el puntoz * satisface las
condiciones de Kuhn-Tucker para el problema

max. f(7)
% .
S.a.'gj(x)gcj, j=1,...,m, .
dondef € C'es concava y cada funcign € C' es convexa, entonces el maximo
global def se alcanza e *.

El requisito de concavidad para la funcion objetjves claro en un problema
de maximizacion. La convexidad de las funciopese explica de la siguiente
manera. Cuando hay una sola restriccién de desiguajdat), < c, pedir que
z = ¢g(7’) sea una funcién convexa te garantiza que su contorno inferegion
factible g(z") < c sea una region convexa.

z = fix.y)

mepx, global de)Z

gy < ¢

Cuando hay varias restricciones de desigualdad, la regaiible es la interseccion
de todas las restricciongs < ¢;. Pedir que cada funcién= g,(z’) sea convexa
garantiza que sus contornos inferioge€r’) < c¢; son conjuntos convexos, de
modo que su interseccion también serd una regidén convexa.

M region factible
H convexa

Por ultimo, sabemos que muchos problemas de optimizaci@ @momia se
consideran funciones objetivo cuasiconcavas, en lugabdeawas. En vista de
ello, a continuacién presentamos un teorema de suficielieraativo, debido a
K.J. Arrow y A.C. Enthoven, que constituye una versibn maesgrictiva que la
del teorema anterior.
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Teorema de Arrow-Enthoven para un maximo global. Si el puntoz’*
satisface las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema

max. f(7)
—_— .
. S.a.gj(:c')gcj, ]:1,....,m,
dondef € C'es cuasicéncava y cada funcigne C' es cuasiconvexa, entonces
el maximo global def se alcanza e’.

Nota que la condicion de cuasiconvexidad para las funcidaesstricciony;
garantiza que sus contornos inferiore6z’) < c; sean regiones convexas, COmo
ocurre con las funciones de restriccion convexas.

5.3.2 Problemas de minimizacion

A diferencia de un problema de Lagrange, en un problema de-Rubker

el planteamiento para un caso de maximizacion difiere delndeaso de
minimizacién. Por razones de claridad, en la discusionrianteos enfocamos
exclusivamente en problemas de maximizacion. A contiruggiesentamos coOmo
adaptar esos resultados para el caso de problemas de naicidmz

Las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de minicidpase basan
en un razonamiento similar al del problema de maximizad&inambos casos, un
aspecto importante se refiere al formato en el que debe @xpeds restriccion
de desigualdad. En el caso de maximizacion, el forméioy) < c para la
restriccion, junto con la condicioh > 0, garantizan que al ampliarse la region
factible se obtendra el mejor méximo posible para el probléPara que esto
mismo ocurra en un problema de minimizacion, pero aun ceasdo la condicion
A > 0, sera necesario expresar la restriccion en la fojfmay) > ¢, como se
justificard mas adelante, con las condiciones de segunéa.ord

Nos interesa, entonces, resolver un problema de minindizade la forma

min. f(z,y)
s.a g(x,y) > c.
Para ello, se parte de la funcidn lagrangeana

E(SE,y, )‘) = f(xvy) + )\(C - g(l’,y)),
gue presenta la misma forma funcional que en el caso de nm&adian. Para esta
funcion, se establecen las condiciones necesarias derprden,

‘Cy = fy(x,y)_)\gy(l',y):(),
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gue nuevamente representan la condicion de tangeWdia=£ \Vg) en el
optimo. En relacién con las condiciones de holgura compi¢an&, ahora debera
verificarse

E)\SO, A>0 Yy )\E)\ZO,
0 equivalentemente,

g(z,y) >¢c, >0y ANyg(z,y) —c) =0.

La primera condicion de holgura impone el cumplimiento deekdriccion en el
optimo. La condiciom\ > 0 garantiza que un pequefio incrementa: @enerara

un menor valor para el éptimo dé La ultima condicion establece que= 0
(optimizacion libre) oy(x, y) = ¢ (problema de Lagrange) en el 6ptimo. Estas son
las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de miniciora

Condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de minimizacid
min. f(z,y), s.a g(z,y) > c.

1. Se construye la funcion lagrangeana correspondiente

Lz, y,N) = f(x,y) + Mc— g(z.y)).

2. Se establecen las condiciones de primer orden facan respecto a las
variablesr y y solamente,

Ex:fa:_AngOa

Ly=f,— g, =0.
3. Se establece las condiciones de holgura complementaria

Ly<0, A=0 'y  Mg(z,y)—c)=0,

0 equivalentemente,

g(@y)>c, A=0 'y  Agl(z,y) —c)=0.
4. Se resuelve, consistentemente, el sistema de ecuagidesgualdades.

Ejemplo:
Encuentra la solucién al problema

min. f(z,y) = —y
sa. 22+y* <1,
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Primeramente escribimos el problema en un formato adeceadtecir,

min. f(z,y) = —y
sa. —a22—y?> -1
Asi, la lagrangeana correspondiente esta dada por
L(z,y,\) = =y + A(=1+ 2% +3°).

Las condiciones de primer orden ery y son

L,=2\xx=0 (1)

L,=-14+2\y=0, (2)
que deberan resolverse junto con las condiciones de hatgurplementaria
24+92<1, 3 A>0, 4 Mz24+32—-1)=0. (5

Nota que la desigualdad en (3) esta escrita en el formatoaligin que esto
afecte el resultadel formato> es importante sélo en las ecuaciones (1) y (2). De
acuerdo con la igualdad (5), se tienen dos cases0 022 + 32 = 1.i) Si A = 0,

la ecuacion (2) conduce a una inconsisterigia 1 = 0!) , por lo que esta opcion

se descarta. ii) Si? + y? = 1, se obtiene el sistema de ecuaciones

M =0 (1)
—1+2\y=0 (2)
4yt =1, (6)

correspondiente a un punto fronterg (- y> = 1) de la restriccién. El sistema
tiene dos soluciones posibles,

(1,91) = (0,=1) 'y (72,92) = (0,1).
Sustituyenddzy, y;) en (2) se obtiene

1 1<0
2y 2

Esto viola la condicion (4) , por lo que esta opcidn se deac&ar otra parte,
sustituyenddz,, y2) en (2) se obtiene

11

= 2—y2 = 5 > O,

gue satisface la condicion (4). Asi, solo los valargsys, \,, satisfacen las
condiciones (1)-(5) en su totalidad. Concluimos que elnalimimo def ocurre
en el punto fronterd® (0,1), conX, =1/2y f* = —1.

A1

A2

La siguiente figura muestra la region factitfe 22 + y? < 1, y algunas
curvas de nivel d¢, dadas por-y =const. Tomando en cuenta la direccién de
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crecimiento def, dada por el vector gradientéf, es claro que la solucién 6ptima
ocurre en el punto fronter& (0, 1) de la restriccion, en dondétoma su minimo
valor posible.

Para el caso con varias restricciones, el método de Kuhkefse generaliza
de la siguiente manera.

Condiciones de Kuhn-Tucker para el problemamin. f(z') s.a.g;(7) > ¢,
j=1,...,m, ¥ € R

1. Se construye la funcidn lagrangeana correspondiente

m

L(T,N) = f(T) + 3 Ao — g5(D)).

7=1
2. Se establecemcondiciones de primer orden pafaenz;, i =1,....n
L, =0, 1=1,...,n.

3. Se establecemn condiciones de holgura complementaria

gi(@T)>c;, N>0 y N(g(T)—¢)=0, j=1,...,m,

0 equivalentemente,
Ly, <0, A >0y ALy =0.

4. Se resuelve consistentemente el sistema de ecuaciorsgyaldades.

Ejemplo:
Encuentra la solucion al problema
min. f(z,y) = 2* + ¢

sa. z+y<2 ()
r+2y>2 (Il
x>0 (1)
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Primeramente, escribimos las restricciones en el fornadowado,

min. f(z,y) = 2* + 4

sa —xz—y>-—2
T+ 2y > 2
z > 0.

La lagrangeana correspondiente esta dada por

L(z,y, M1, 0, A3) = 22 + 2 + M (=2 + 2+ y) + A2(2 — 2 — 2y) + \3(—2),
gue satisface las condiciones de igualdad
£x22$+)\1—)\2—)\3:0, (1)
[,y:2y—|—)\1—2)\2:0, (2)
junto con las condiciones de holgura complementaria

r+y<2, M>0, Ma+y—2)=0, (3
T4+2y>2, A>0, (z+2y—2)=0, (4)
T > 0, )\3 > 0, )\3.’13 = 0. (5)

De las igualdades en (3), (4) y (5) se sigi2én= 8 casos, algunos de los cuales
pueden eliminarse mediante un analisis gréafico del problBara ello, dibujamos
la regién factibleF, algunas curvas de nivel dg asi como el gradient@ f, para
determinar la direccién de crecimiento fle

I

I
F

P
:
Tk

bia o

g

En la gréfica se observa que el puitaue minimiza af ocurre en donde la
restriccion |l esta activa,

r+2y=2, (6)
mientras que las restricciones | y Il no lo estan{y < 2y x > 0). De acuerdo
con las igualdades en (3) y (5), esta ultima afirmacion iraaiice
Resolvemos el sistema de igualdades (1), (2), (6) y (7) payari, A2 Y A3, ¥
verificamos el cumplimiento de la condicida > 0. Con esto, se tiene que el
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valor minimo def sucede en el puntg (2,2),cond; =32 >0, Ay = A3 =0y

_ 20
=%

Condiciones de Kuhn-Tucker para el problema de variables nmegativas:
min. f(7) s.a.g;(7) > ¢j, 7, >0,j=1,...,m, 7 € R™.

1. Se construye la funcidn lagrangeana correspondiente

m

LT X) = f(T)+ 3 Mo — g5(T)).

j=1

2. Se establecen condiciones de holgura complementaria para las varialoes n
negativas; :

3. Se establecem condiciones de holgura complementaria para las restriesio
gj Z Cj:

EAJ.SO, )\]ZO Yy )\jﬁ)\j:O, 7=1,...,m,
0 equivalentemente,
9i(T)Z2¢ X 20y N(gi(7) —¢) =0, j=1,....m
4. Se resuelve consistentemente el sistema de igualdadgssgudldades.

Por dltimo, las condiciones de suficiencia para un minimbajlgon las
siguientes.

Teorema de suficiencia para un minimo global.Si el puntoz’* satisface las
condiciones de Kuhn-Tucker para el problema

min. f(7)
N .
sa.g;(2)>c¢, j=1,...,m,
dondef € C'es convexay cada funcign € C* es cédncava, entonces el minimo
global def se alcanza e *.

Es claro el requisito de convexidad para la funcion objefiem un problema de
minimizacion. En el caso de una sola restriccion de desiguaiay(z') > ¢, pedir
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quez = g(@) sea una funcién céncava te garantiza que su contorno superio
region factibleg(z’) > ¢ sea una region convexa.

Cuando hay varias restricciones de desigualdad, pedirafleefancion: = g;( ")
sea concava garantiza que sus contornos superaies > c; son conjuntos
convexos, de modo que su interseccion también sera una egivexa.

eju region factible
“' convexd

La generalizacion de este teorema para funciones cuasixases la siguiente.

Teorema de Arrow-Enthoven para un minimo global. Si el puntoz’*
satisface las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema

min. f(Z)
— .
. S.a.gj(x.)zcj, J=1...,m,
dondef € C'es cuasiconvexa y cada funcigne C! es cuasiconcava, entonces
el minimo global def se alcanza en’*.

5.3.3 Cualificacién de las restricciones: ¢, cuando fallan $a
condiciones de Kuhn-Tucker?

Similarmente al caso de Lagrange, las condiciones de KuickeF pueden fallar
al ocurrir ciertasrregularidades de fronteraen las que se viola la cualificacion de
las restriccione§/ f* = Z;.”:l A;Vg7 en el optimo, que en el caso particular de
una unica restriccion se reduc&/g™ = \*Vg*. Esto se ilustra en los ejemplos
gue presentaremos a continuacion.
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5.3 Optimizacion con restricciones de desigualdad. Camuks de Kuhn-Tucker
Ejemplos:

1. Encuentra la solucién al problema

sa. 22— y3 < 0.
La lagrangeana correspondiente es la funcion
L(z,y,\) = —y+ A (y° —27),
cuyas condiciones de Kuhn-Tucker son

L, =-2\x=0,

L,=-1+3 =0,
:Ug—y?’SO, A>0, )\(:UQ—y?’) = 0.
Es facil verificar que no existe solucion a este sistema daocsunes y
desigualdades. Sin embargo, el método grafico si nos peobtié@er que la
funcion f alcanza su méaximo globaf; = 0, en el puntd0, 0).

¥ ¥
i ] coern I8
i
7[}: const,
Vil W . i
0 x |pr=p, ve'=0 =

Nuevamente, aqui la dificultad consiste en que en el opfinyd = —3 # 7
mientras qué/g* = ﬁ, de modo que no se verifica la condic®orf* = \*Vg*.
Esto se debe a que la funcién= g(z,y) = 2> — y* alcanza su 6ptimo en un
punto frontera de su contorno inferiétl,(0), 2? — y* < 0, que precisamente
coincide con el 6ptimo d¢ sujeto a esa restriccion.

2. Encuentra la solucion al problema
max. f(z,y) ==

sa. y—(1—-x2)*<0,
z,y > 0.
La lagrangeana correspondiente es la funcion

L(z,y, A1, A2, A3) =7+ At ((1 - x)?’ — y) + Aoz + A3y,
211
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cuyas condiciones de Kuhn-Tucker son
L,=1-3\1-2)+X=0

Ly=M+X3=0
y—(1—2°<0, M>0, \(y—(1—-2)%) =0
ZBZO, )\220, )\2$:0,
y=>0, A3>0, Ay=0.
Con un poco de paciencia puedes verificar que no existe éalqgcie satisfaga
estas condiciones. Sin embargo, el método grafico si nostpesbiener que la
funcién f alcanza su maximo globaf; = 1, en el puntq(1,0).

y y
y=(I-x)3 y=(1)"
Vi

x=0 - *
vz

L

= ] 0 * x
0| v=0 J‘ ’\x P’g31

La dificultad se debe a que en el 6ptimo no se satisface la @ondi

V= A Vg + AV + A\;Vg;, para las condiciones que estan activas en ese
punto, que som; y gs. En efecto, es facil comprobar qief* =7, Vg; = j y

Vg = —}, de modo que no existen multiplicadorgs \; > 0 tales que

7= 2T+ (-7)
= (AT -7
Esto se debe a que al Sép; = —V g7 el conjunto de gradiente{ng;} en el

Optimo no es linealmente independiente. Para una pres@mtads detallada de
este tema te recomiendo consultar el libro de Simon & Blume.

5.4 Teorema de la envolvente

En muchas aplicaciones a economia, tanto la funcion objgteomo el conjunto

de restriccionegg, } dependen no solo de las variables independientes . , z,,,

o variables de decisigrsino también de una coleccion de pardmetios. . , ay,

o variables exdgenasJna vez que se optimiza respecto a las primeras, el 6ptimo
obtenido depende del valor de los parametros. Tiene sestidmces preguntarse
qué efecto tiene sobre el valor 6ptimo de la funcién algungb@sambio en los
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5.4 Teorema de la envolvente

paradmetros. Bleorema de la envolvenfgoporciona una respuesta a esta pregunta,
y es valido en general para cualquier problema de optindnagiie involucre
parametros, ya sea en optimizacion libre, como en optingraestringida.

5.4.1 Optimizacion libre

Considera primero el caso mas simple de maximizacion de wmzEdh
diferenciablef(x;a) de la variable independiente, cuya forma funcional
contiene un pardmetr@ Aqui la notacion pard indica que la optimizacion se
lleva a cabo con respecto a la variable que esta a la izquietgainto y coma.

Se trata, entonces, de resolver el problema

max. f(z;a).
El puntoz* que maximizaf se obtiene de la condicion de primer orden

0f(x;a)

b Nl Bl =0,

ox
de modo que éste depende del parametes decir,

r=x*

= 1x"(a).

Al sustituir z* en la funcionf (z; a) se obtiene su valor maximo(a), dado por

V(a) = f(2"(a); a),

que es una funcién del parametroLa funcionV (a) se conoce como Huncion
valor, y describe el comportamiento de los valores maximog decambiar el
parametra:. De acuerdo con la figura anterior, en la figura de la izquiseda
muestra las graficas de= f(z;a) como funcion de:, evaluada en dos valores
arbitrariosa, > a; del pardmetra.. Podria suceder, por ejemplo, que el valor
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maximoV'(a) de f inicialmente se incremente y luego disminuya, al incre et
a, COmo se muestra en la figura de la derecha.

¥ Mas) 2

fxay)

|
I
|
I
I
I
I
I
|
I
1
"

1
|
I
1
I
I
I
i |
1
**{ay) x*(aa) x*(as) x a; a; as a

Suponiendo que la funcion valdf(a) es diferenciable, entonces el cambio
enV al incrementarse el valor deesta dado por la derivadd’(a)/da. Como
V(a) = f(2*(a);a), el calculo de esta derivada involucra el efecto directo dado
por la dependencia explicifd ; a) de f cona, asi como el efecto indirecto dado
por la dependencia implicit(z*(a); ) a través de:*(a). De acuerdo con la regla
de la cadena se tiene, entonces,

dV(a) df(z*(a);a) Vi) = fix*(a)ia)

da da
= af* d + af* fﬁ’zﬂ:zcm
ox* da Oa
af* o
oa’

efecto
directo

=0+ da

a

en donde se utilizé la condicion de primer ordéyi; /0x* = 0. Nota que el
término igual & corresponde precisamente al efecto indiresctorel” causado
por el cambio erx* al variara, de modo que solo sobrevive el efecto diredsa:
en f*, dado pord f*/da, es decir,

dV(a) _Of(a";a)

da da

Asi, la condicidon de primer orden garantiza que en el éptienpugede ignorar la
dependencia implicita dg(z*; a) cona a través de:*(a), considerando sélo la
dependencia explicita d§x*; a) cona, como siz* estuviera fijo Esta igualdad
constituye la versidbn mas simple del teorema de la envaveata optimizacion
no restringida para el caso general de varios parametresmunciaremos mas
adelante en esta seccién. Antes de hacerlo, discutamosrpreghsignificado
geomeétrico del resultado obtenido para el caso de un scéonedroa.

214

D.R.© 2015, Lorena Zogaib



5.4 Teorema de la envolvente

El teorema de la envolvente se refiere a dos funciones diterelea, dadas por
V(a)y f(z*;a). La funcion valorV (a) resulta de la maximizacion con respecto
az de la funcionf(z; a), para cada valor de. Su forma funcional se obtiene
al sustituir el nivel optimar = z*(a) en f(z;a), por lo queV depende de
solamente. En contraste, la funcif*; a) no proviene de una maximizacion.
Su forma funcional se obtiene al evaluaen un valor fijoz*, por lo quef(z*;a)
gueda expresada en términos de la constahteel parametra:. De acuerdo
con el teorema de la envolvente, para cada valor del paramstr satisfacen las
siguientes dos condiciones:

D Vi) = [flz;a)|,—p
dV(a) _ 0f(z;a)
@) da da  |,_,.~

gue establecen la tangencia de estas dos funciones en @se pun

La siguiente figura ilustra las condiciones de tangencig (B) para un
problema denaximizaciénLa curva superior representa la funciéiu), mientras
que la curva inferior representa la funciff;; a) evaluada en un valor fijo
x = x1. Ambas son tangentes precisamente en aquel ¥alor,; que corresponde
al 6ptimoz; = x*(aq).

v

Para cada seleccion= z; se obtiene una curva distinfdz;; a), como se ilustra
en la siguiente figura. En ella se muestra una coleccion déta@sirenvueltas
superiormente por la funcid¥i(a) de los valores méaximos dé& conocida también
como lacurva envolventeEl punto de tangencia de la envolvente con cAda; a)
ocurre precisamente en aquel vatpue satisface la condician = x*(a;).

v
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En problemas de maximizacion la envolvehté:) nunca estara por debajo de

las curvitagy = f(z;;a), siendo ademas menos concava que éstas. Esto significa
queV (a) representa el “mejor maximo posible” de la funciprcon respecto

al parametraz, y éste ocurre cuando se relaja la variablée tal modo que se
maximice f. En contraste, un maximo “menos bueno” se obtiene al evaduar |
funcion f(z; a) en un valor fijoxr = x; , quedando ésta como funcién delLas
curvas coinciden solo cuandcsatisface la condicion de optimo = x*(a;).

Para problemas dainimizacionse sigue un razonamiento similar, pero ahora
las curvitas son envueltas inferiormente pdr). En ese caso, la curva envolvente
V(a) nunca estara por encima de las curvifgs;; a), y ademas sera menos
convexa que éstas, como se muestra en la siguiente figura.

v

En este casd/ (a) representa el “mejor minimo posible” de la funcigrcon
respecto al parametig comparado con el obtenido al evaluar la funcjdn; a)

en un valor fijoxr = x; , con excepcion de aquellos valorgsorrespondientes a la
selecciénz; = x*(a;), en donde la-ésima curva es tangentéd/da).

Ejemplos:

1. Considera el problema de maximizacion

$2

a?’

cona > 0. En este caso, la condicién de primer orden correspondisnte e
of

cuya solucién esta dada por

max, f(z;a) =8z —

r*(a) = 4a®.

. 4a?)? .
De este modo, el valor maximo gieesV (a) = 8(4a?) — ( Z2> , es decir,
V(a) = 16a*.
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5.4 Teorema de la envolvente

La siguiente figura muestra las graficasfde; a) = 8z —x2/a* en funcién der,
parac = 1,2, 3. En cada caso, el maximo ocurre(@f(a), V(a)) = (4a?,16a?).
. v=flxa)=8x— Z—i
L ER !
64| -4~ i
16 |4 ! i

Para ilustrar el teorema de la envolvente notamos que ladiurf¢z*; a) esta
dada simplemente por

flasa) = 80" =

La siguiente figura muestra las gréaficas de la fungiém) = 1642, asi como las
curvasf(z*;a) = 8z* = (*)?/a? en funcién des, paraz* = 4, 16, 36.

I envoelvente

v=Ma) = 164

0 I 2 3 &
Ahi se observa que las curvéér*; a) son tangentes a la envolveritéa) en
aguellos valores de que satisfacen la condicién de 6ptimo

]
a = 1 .
En efecto, en esos puntos se cumple
* * (I*>2 2 (4@2)2 9
(1) f@550)| ey = 8 e I 8(4a?) 5 = 16a” = V(a)
*, 2 *\2 2 4 2\2 d
@ Yusal 2P 2R g, Vi)
da r*=4a? a? r*=4a2 a? da
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2. Considera el problema de minimizacion
min, f(z;a) =a’z —Inz — 1,

cona > 0. La siguiente figura muestra la grafica fler; a) = a?z —Inz — 1 en
funcion dex, paraa = 2.

¥ y=fxa =ax—hx—1

ﬁ _ A l =0
ax ™ Q z T=x* -
cuya solucién es
. 1
¥ (a) = oL
- a! 1
De este modo el valor minimo deesV(a) =a* | — ) —In| — | —1,es
a a
decir,
V(a) =2Ina,

gue representa la curva envolvente en este problema. Rgrate, las curvitas
f(z*; a) se obtienen al evalugi(z; a) en el punto 6ptima*, es decir,

f(z*;a) = a’s* —Inz* — 1.

La siguiente figura muestra las graficas de la funéi¢a) = 21n a, asi como
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5.4 Teorema de la envolvente

., 1
las curvasf (z*;a) = a’xr* — Inz* — 1 en funcién des, paraz* = 1, -.

S

envolvente
v=Fa)=2na

Ahi se observa que las curvé&r*; a) son tangentes a la envolveritéa) en
aquellos valores de que satisfacen la condicion de 6ptimo

1
Vot

En efecto, en esos puntos se cumple

a =

(1) f(x ;CL) frsiliazy) — a’z* —Inz*—1 pmlja? = a? (E) —ln (E) —1=2lnag = V(CL)
of(z75a) 1\ 2 dV(a)

2 - 5 = 2 * P 9 = 2 —_— = — = .

( ) da z*=1/a2 w =1/ ¢ (ag) a da

Por lo general, puede resultar mas complicado encontractdmente la
derivadadV (a)/da a partir de la funciori/ (a), que utilizando el teorema de la
envolvente cory(z*; a), como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:
Considera el problema de maximizacion

max, f(z;a)= [1+ (a®>+1)z]e™",
cona € R. La condicién de primer orden correspondiente es

O @+ - [+ @+ Da]e],,. =0,

or|,_

r=x*
:r*
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cuya solucién es

De este modo, el valor maximo dgees
2

a2 a2
VCL - 1_'_ CL2+1 a €_1+a2 e 1+a2 e_m.
1+a?

Para encontrar la derivad& (a)/da puedes proceder de dos maneras diferentes.
La primera consiste en hacer caso omiso de toda la discusiéna, y encontrar
directamente la derivada d€a), es decir,

dV(a) d __a®_
—da = _da |:(1 —|— CL2) [ 1+a2:|
_ a2 — ﬂ2 d a2
= 20¢ 7 — (1+ g e [r]

2

- 9 _a22 2a
= 2ae 1+a —(].+(l>€ 1ta m
1 __a?
= 2a(1_1-|—a2>€ 1+a2

2@3 o2
= e 1+aZ,
(%)
La segunda consiste en utilizar el teorema de la envolvdaty por la igualdad

dV(a) Of(x*;a)
da oa

. Para ello, observa quéz*; a) es la funcion

f(z%5a) = [1 +(a® + 1):6*] e,
de modo que

*

of(z%;a)
: .. Oa -
Sustituyendo la forma explicita dé& en esta expresion obtenemos

df(z*;a) a? -
T oa (T ¢ e

Nota entonces que, efectivamente,

dV(a) _ 9f(2*;a) :( 23 ) a2

= 2ax*e”

R e 1+a2
da da 1+a? ’

pero la derivadall’/da se obtuvo de una manera mas simple y directa con
df(x*;a)/0a.
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5.4 Teorema de la envolvente

Los resultados anteriores se pueden extender al caso derfaadliferenciables
f:S CR*— Rconk pardmetrogay, . ..,a;}, de la siguiente manera.
Considera el problema de maximizacion (o minimizacion)

max,, .. [(7;a),

con® = (zy,...,z,). En este caso, el ptimo no restringido de esta funcion se
obtiene de las condiciones de primer orden,
of

=0, 21=1,...,n,
i |z

cuya solucion es el vector

A

En consecuencia, el valor maxiniQay
@, através de la relacion

@
V de la funciénf también dependera de

V(ad) = f(@*(a); @).
Cuando alguno de los parametros se modifica, digamés= 1, ..., k, el dptimo
V(@’) de f cambia de acuerdo con
oV (a) Of (@(@),...,ap(a); @)
8al 8al

of* 0z of  ox;, Of OfF

8x’{ 8al 8x;; 8al + 8@1 N 8@1’
en donde se han cancelado los primerégrminos por las condiciones de primer
orden,0f*/dz; = 0. Cada término canceladd* /0x; - Ox}/da,, corresponde
al efecto indirectsobrel” causado por el cambio erj al cambiarq,;. El término
sobreviviente9 f* /0a;, corresponde al efecto directiel cambio eny; sobre el
valor 6ptimoV. Se concluye entonces que

ov(a) _of(a*(d);a)
8@1 N 8@1 ’

I=1,... k.

Teorema de la envolvente para optimizacion no restringida.Seaf(z’; @)

una funcion diferenciable d& € R™ con parametros; € R*. Para cada seleccion
de @ considera el problema

optimizar, . f(7;7d).
Sear’*(@’) una solucién del problema, cafi*(@’) una funcién diferenciableSi
V(@)= f(7*(a); @) denota el valor 6ptimo d¢, entonces
ovi@) _of@(@)ia) ,_,
aal 8al
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Capitulo 5 Optimizacion

Aqui la derivada parcial en el lado izquierdo se realizas@bwvalor optimo
V(a) de la funcionf, mientras que la derivada parcial en el lado derecho seaeali
sobre la funciory (7*(@’); @), obtenida al evaluaf (7'; @) ens = 7' *(@), sin
gue f haya sido optimizada. En este ultimo caso, sélo se condaeependencia
explicita def(7™*('a’); @) cona,, ignorando la dependencia implicita fleon
a; a través der’*('a’), como siz’* se mantuviera fijpcomo se ilustra en los
siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Considera el problema

max, f(z;ry,re) =a"™ — o,
con0 < r; < 1. La condicion de primer orden correspondiente esta dada por
of
or
cuya solucién es

1

4 ri—1 _
=7y ra| .. =0,

r=x*

1
/r2 r1—1

De esta manera, el valor maximo flesta dado por

71 1
7’2 r1—1 /"'2 r1—1
V(T’l, TQ) = — T2 | — :
1 T1

El calculo directo de las derivadas parciales de esta faneisulta bastante

complejo, particularment8V//0r;, que involucra derivadas del tipdeiv—.

En contraste, el calculo via el teorema de la envolventerestdi Para ello,
primero evallg enz*,

flayr,re) = (%)™ — roa”,

cuyas derivadas parciales, bastante simples, quedarserpeen términos de

1

r r1—1
r*(ry,me) = (T—Q) :
1

(9V (9f(:v*;7“1,r2)

8_7”1 87’1

W ) L

8r2 N 8r2 N ’
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5.4 Teorema de la envolvente

2. Considera el problema de minimizar el coét@L, K) = wL + rK como
funcion del trabajd y el capital K, sujeto a una produccion filgl/2K/? = Q).
Los parametros del sistema son el salarida tasa de interésy el nivel
de produccién®). Si despejamos la variable de la ecuacion de restriccion,
L = @Q?/K,y la sustituimos en la funcién de costos, el problema puede
escribirse como el problema de optimizacion no restringida

wQ?

K
La condicion de primer orden correspondiente esta dada por
oC w@Q?

0K |, k2T

+rK.

ming C(K;r,w,Q) =

=0,
K=K*

cuya solucién es
w

K7, ) = Q)2

El costo minimo es, por tant@,,q, (w, r, Q) = (C;’U\C/?z_) <Q\/E) , €s

le’n(wv T, Q) N 2@%7
conocida como lduncién de gastoPara encontrar sus derivadas parciales
con respecto a los parametresr y @, podemos utilizar el teorema de la
envolvente, de la siguiente manera. Primeramente evakiknfioncion de costo
enK*,

decir,

2

C(K*;rw,Q) =
de modo que
i IC(K*r,w, Q) Q* @2 _ \f
ow ow K+ =N
aC(ml'n 7 aC( Iy w Q
or o 8r Q\/7
9Cmin OC(K*rw,Q)  2wQ  2wqQ
_ — = 2\/wr.
oQ 0Q Ko (QyF) ver

La funcionC(K™*; r, w, Q) se conoce como la funcion d@esto de corto plazo
SRC(Short-Run Cost), puesto que en el corto plazo es de esparaesel
capital no cambie, manteniendo un valor fl{¢. A su vez, la funcién de gasto
Chuin(w, 7, Q) se denomina la funcion dmsto de largo plazo LR@.ong-Run
Cost), ya que se obtiene permitiendo que el capitafarie hasta que el costo
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adquiera su valor minimo. Esta Ultima constituye, por tagtonejor minimo
posible, o curva envolvente en el problema de minimizaceéoastos. De esta
manera, para cada valor fijg; del capital, se puede definir una familia de
funciones de corto plazo, dadas por
2
w
SRC, = 49

(2

+ T’?i,
gue estan envueltas inferiormente por la funcion de costamide largo plazo

LRC = 2Q+/wr.

Equivalentemente, si en lugar del costaconsideramos en su lugar al costo
promedioC'/(, o costo por unidad del bien, podemos definir las funciones de
costo promedio de corto pla®BRAC (Short-Run Average Cost)

SRC; _ w@Q R rK;

SRAC; =
Q K, @
y decosto promedio de largo plaadrAC (Long-Run Average Cost)
LRAC = % = 2/ wr.

Como funciones del parametép, las curvasSRAC; y LRAC son distintas
entre si. Sin embargo, nota que cuaidoAC; es evaluada en aquel valQy
que satisface la condicién del punto OptilR6(w, r, Q;) = Qi\/g = K;, es

decir
Qi =K/~
w

w (Kiy/7) rK;
L SRAClg, = —=+ N = 2y/wr = LRAC,,

5 d SRAC . l_rfi _O_dLRAC

dQ Qi K; Q* Qi dQ Qi .
Estas condiciones expresan la condicion de tangencialardteva de costo
medio de largo plazd. RAC'y las curvas de corto plaz®RAC;, en aquellos

niveles de produccio®; que corresponden a los correspondientes capitales
fijos K;, de acuerdo con la condicion de optimalidad

=Ty /L
w

Para ilustrar este concepto, la siguiente figura muestreulassS RAC; y
LRAC como funciones dé), suponiendo quev = 1,7 = 4. La funcién

se obtiene
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5.4 Teorema de la envolvente

SRAC; fue evaluada e’ = 1, de modo que el punto de tangencia ocurre en
Q=()/t=2

costo medio

SRAC

el
[

LRAC

b
=]

5.4.2 Optimizacion restringida

El teorema de la envolvente se aplica asimismo en problemagtimizacion
restringida, como se expone a continuacién para el casotoheizgcion sujeta a
restricciones de igualdad (método de los multiplicadoeekatrange). Aunque no
se demostrara aqui, los resultados que obtendremos séméynia validos para el
caso correspondiente a restricciones de desigualdaddméeKuhn-Tucker),

Considera el problema de maximizacion (o minimizacion) da fwncion
diferenciablef : S ¢ R™ — R conk parametrosa’ = (ay, ..., az), Sujeto a un
conjunto den < n restriccionegys, . .., g, } de igualdad, es decir,

max,, .. [(7;7a),

sa. gj(7;ad)=0, j=1,...,m
conz = (x1,...,7,). Aqui la notaciény; = 0 indica que todos los parametros
estan contenidos en el lado izquierdo de la igualdad

Para encontrar el 6ptimo restringido en este problema poir@nstruimos la
funcién lagrangeana correspondiente,

—

LT, X;@) = f(T;7d) =D Ny, (T; @),
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—
con A = (A,...,\n). En este caso, el 6ptimo restringido fise obtiene de las
n + m condiciones de primer orden,
oL
=0, 1=1,...,n
OTi |3 X)=(z+ %)
oL
ay = 07 j = ]-7 , M
O\ |z 3)=7+ %)
cuya solucién esta dada por
T = TH7D)
o= NN(a).

En consecuencia, el valor maxiniQs, = V' de la funcionf también dependera de
@, através de la relacion

V(d) = f(7(a); ).

Cuando alguno de los parametros se maodifica, digamés= 1, ..., k, el éptimo
V(@) de f cambia de acuerdo con

V(@) _fFT(@):T)

8al 8&,

Como en el punto 6ptimo se satisfacen todas las restriceighe’; @) = 0, ahi
se satisface .
f(@ (@), @) = L(Z*(a), \*(d); @),

es decir, la funcion objetivo toma el mismo valor que la lageana 6ptima

Asi,
ov(ad) oL dx; L, 0L o
o, N Ox] Oqy ox} Oa
LOLTON | oLroN, oLt oL
8)\*1‘ 8(11 6>\7*1 8al 8(11 N 8(11 ’

en donde se han utilizado las condiciones de primer otilrydx; = 9L*/ON; = 0,
en los primeros: + m términos Los términos cancelado8L*/dx} - 0xf/0a; y

OL* [N} - DN} /Oa;, corresponden al efecto indirectobrel” causado por el cam-
bio en cada:} y cada\’, al cambiarg,. El Unico término sobrevivienté,L*/da,
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corresponde al efecto direati®l cambio eny; sobre el valor 6ptimd’. De esta
manera, se tiene

V(@) orr
= =1,...,k.
8al Gal ’ l ’ ’

Teorema de la envolvente para restricciones de igualda&eaf(z; @’) una

funcion diferenciable d&” € R™, con parametros;’ € R,y sea) € R™ un
conjunto de multiplicadores de Lagrange correspondiente<an restricciones de
igualdad. Considera el problema

J(@;a)

— — .
sa. gj(z;ad)=0, j=1,.
Seaz*(@) una solucién del problema car*(a ) una funC|on diferenciable
(@

SiL(ZT*(T), \*(@); @) = V(T ) denota el valor 6ptimo de la lagrangeana,
entonces

optimizar,

1yeeey Tn

V(@) _ L@ (@), A*(7); @)
8al N 8al

L l=1,... k.

En este teorema, la derivada parcial en el lado izquierdeae&a sobre
el valor 6ptimo restringidd’(a) de la funcionf ya optimizada. En contraste,
la derivada parcial en el lado derecho se realiza sobre @dnhagrangeana

L(T*(a), 7*(7)- @), obtenida al evaluat (7, N :@’) en el punto 6ptimo

T =x*7a), = *("a’), sin queL haya sido optlmlzada Esta derivada parcial
sélo toma en cuenta la dependencia explicitZ e * (@ ,Y*(H’), ) con el
parametray;, manteniendo fijose *y 7* es decir, ignorando la dependencia

implicita de f cona; a través déx’*(a@’) y N (@), como se muestra en los
siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Considera el problema

optim. f(z,y) = ye"
sa. dr+y = 1,

cona # 0. En este caso, la lagrangeana esta dada por
L(z,y,\a) =ye" + A (1 —a’z —y).
227

D.R.© 2015, Lorena Zogaib



Capitulo 5 Optimizacion

Las condiciones de primer orden correspondientes son
L, = ye"—Xa®>=0
L, = e =-A=0
Ly = 1—d’z—y=0,
de donde es facil verificar que el punto 6ptimo es
v*(a) = a?*—1
y'(a) = a
A (a)

De esta manera, el valor optimo des

= €

En ese caso,

dV(a)
da

— vt (—2(1_3) 4 2ge® "1

= 2 (a2 — 1) e "1,
a

Este mismo resultado puede obtenerse de una manera mas song@l teorema
de la envolvente]V/da = 0L*/da. Para ello, nota que en el 6ptimo

E* — y*ex* +)\* (1 _a2x* _y*) 7
de modo que

* = 1— 2
oL = —2a\'z* = —2ae’ 1( a)'

da a?

Asi,

da  Oa a

. Considera el problema de minimizar el costo sujeto a uvoduacion dada,

dV(a) 0L _ 5 <a2 — 1) a1

an}pC(L,K) = wL+rK
sa. P(L,K) = Q,

en donde el trabajd y el capital K son las variables independientes, y el salario
w, la tasa de interésy el nivel de producciéi) son los parametros del sistema.
La lagrangeana correspondiente es

L(L,K,\;w,r,Q)=wL+rK+XQ—P(L,K)).
228
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De las condiciones de primer ordén = L = £, = 0 se obtienen los valores
optimos

L = L*(w,mQ)

K* K*(w,r,Q)

AT = N (w,r, Q).
De esta manera, el costo minimo esta dado por

Cm(w,r, Q) = wL*(w,r,Q) + rK*(w,r, Q).
Aparentemente, si no se tiene una forma explicita para Edarde produccion
P(L, K) no se puede determinar la forma funcionaldg, (w, r, Q) y, por
lo tanto, tampoco se pueden encontrar sus derivadas, /0w, OCm,/Or
y 0Cnim/0Q). Sin embargo, el teorema de la envolvente permite obtener
expresiones generales para estas derivadas. Para eNaj&& la lagrangeana

en el optimo
LY=wl*+rK*+ X\ (Q — P(L*,KY)),
de modo que
0Cmm oL*
p— - L*
ow ow
OCma _ 0L _,
or Oor
oCnin, L 07 |,
0Q  0Q

Asi, en el 6ptimo, el costo marginal del salario es el tralbajel costo marginal
de la tasa de interés es el capifal y el costo marginal de la produccion es
el multiplicador\*, en dondel*, K* y \* son los valores dé, K y A que
minimizan la funcién de costo bajo la restriccion dada. Esseltado general se
conoce como dlema de Shephard

Como caso particular de este lema, considera una funciémodieigrion
Cobb-Douglas de la forma

P(L,K) = LY?KY?,
En ese caso, el 6ptimo ocurre en el punto

LwrQ) = Q-

K'(wrQ) = Q=

X(wrQ) = 2/ur,
229
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de modo que el costo minim@,;, = wL* + rK* esta dado por

Cota(w, 7, Q) = 2Q/wr.

Se tiene, entonces,

OCmm(w,7,Q) T,
ow = Q wo L
OChmm(w,7,Q) wo,
or = Q ro K
aCmfn(U),T, Q) Y
90 2V wr = A\,
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Capitulo 6

Temas selectos de calculo avanzado

6.1 Funciones de&R” en R™

Supongamos que una empresa produckienes utilizando: insumos,

x1, %2, ..., %y, Y hay una funcion de produccion diferentepara la
produccion de cada una de las cantida@ggscon; = 1, ..., m. En ese caso,
se tiene

Q1 = filwy,22,...,20)
Q2 fo(x1, @a, ..., )

Qm = fm(xl,l'g, Ce . ,ZL‘n).
Desde un punto de vista formal, resulta mas convenientedsras
este conjunto den funciones com variables como una sola funcion,
F:R" — R™, dada por

F(?) = (fi(z1,29,. .., @), folT1, 20, ..., 20), ..o, [, (T1, 22, ..., 2)).

Si denotamos por

@ =(Q1,Qz ..., Qu)

al vector de produccién, decimos entonces que
= —
Q =F(x).

Definicion. SeaS C R"™. UnafuncionF : S — R™ es unaregla de
correspondencia que a cada elemerito= (1, 2o, ..., ,) del dominio,S,
le asigna un dnico elementd = (wy, ..., w,,) del contradominioR™.

Aqui usaremos una letra mayuscula (tal cofopara denotar una
funcién conm > 1 reglas de correspondencia, y conservaremos la notaciéon
usual de letra minuscula (tal confy para funciones con una sola regla de
correspondencia. Asi, por ejemplo, escribinfos- (fi, ..., fim)-
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Si denominamos poF(7’) al elemento d&R™ que F le asigna al
elementoz’ de S, entonces decimos que

w = F(7)

es laimagen dez’ bajo F. Asimismo, decimos que limagen de la funcior,
denotada pof, es el conjunto de elementos del contradominio obtenidos al
aplicar la regla multiplg” a los elementos del dominio, es decir,

Ip={w eR™ | W = F(x1,7,...,1,), paratodor = (z1,2s,...,2,) €S }.

S R Rm™
- e

Una funcionf' : R — R™ (conn = 1)

wy fi(z)
Wa _ fo(x)
W fnla)

se denominduncién vectorial de variable escalaya que los elementos del
dominio son escalares,< R, y los elementos del contradominio senvectores,
(wy,ws, ..., w,,) € R™. Geométricamente, las funciones de este tipo se representa
mediante curvas paramétricasleft, como las que estudiamos en la seccion 1.2
(aquix juega el papel del parametro que antes llamathd3or otra parte, una
funcion f : R" — R (conm = 1)

w = f(x1,22,...,2p)

es unduncion escalar de variable vectoriala que los elementos del dominio son
n-vectores{ry, s, ..., x,) € R", y los elementos del contradominio son escalares,
w € R. Geométricamente, las funciones de este tipo se represemdiante
hipersuperficies eRR"*!, como las que estudiamos en los capitulos 2 al 5. Por
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altimo, una funciont' : R — R™ (conn, m > 1)

w1 f1(551,932,---,53n)
Wa _ f2(551,932,---,l°n)
Wy, fm(x1, 2oy )

es unauncion vectorial de variable vectoriagya que los elementos del dominio
sonn-vectores|xy, z, ..., z,,) € R", y los elementos del contradominio son
m-vectores(w, we, ..., w,,) € R™. En general, no existe una representacion
geométrica simple para este tipo de funciones. Desde ab pl@n¥ista conceptual,
sin embargo, es claro que una funcion de este tipo transfeectares deR” en
vectores d&R™.

Para todos los casos anteriores, puede resultarnos w@lzar la funcion
F como una “caja negra’ con valores de entradavariables independientes
x1, %, ..., T, Y m valores de salida wariables dependientes;, w, ..., w,,, COMO
se muestra en el siguiente diagrama.

F
T fl — Wi
T2 N f2 —  Ws
é .
Y,
Tn, fm | 7 Wnm

Ejemplos:

1. LafuncionF = (fi, fs, f3) : R — R3 dada por

x fi(t) cost
y | =1 fot) | = sent
z f3 (t) t

asigna a cada valor de= R un Unico puntqz, y, z) del espacio. El conjunto de
puntos correspondientes BA es la curva conocida como hélice.

F
fi|—
t = f|l— vy
fz3|— =2
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. Lafunciénf : R — R dada por

Q= f(L,K)
asigna a cada pareja de insuni@sK’) € R2 una Unica produccié® € R. El
conjunto de puntos correspondientes es una superficie daqmion.

. LafuncionF = (fi, f», f3) : R? — R3 dada por

w1 fl(Il, .CCQ) 5.’131 + 4372
Wo = f2($1,$2) — 2%1 -+ X9 9
w3 f3(@1, 22) T1 + 322

transforma cada vectar = (71, 2;) € RZenotro vectois = (wy, wq, w3) € R

F
T N, f1 — W
/‘ f2 Z Wo
T2 f3 — W3

Nota que, en este caso particular, se trata de un sistenad, kieemodo que
puede escribirse como el producto de matrices

w1 5 4 .
wy | =1 2 1 ( xl ) :
ws 1 3 2
En otras palabras, se tiene
— —
w=Ax,
en donded es la matriz d8 x 2, dada por
5 4

A=1 2 1
1 3

En este caso, identificamos la funciéon vectorial linfatomo una
transformacion lineal, de la forma
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4. En un problema de maximizacion de utilidad para dos bjdadsncion
F = (fi, f») : R3 — R? dada por

T _ Ji(L,p1,p2)

y* f2(17p17p2) ’
asigna a cada trig, p;, p2) de ingreso, precio del bien 1y precio del bien 2,
una Unica canasta optinfa*, y*).

F
I\ 1l o
D1 - f2 N y*
D2 /!

El analisis de la diferenciabilidad de una funcibrde R” enR™ se facilita
si observamos que cada componentefde- (fi, ..., fi,) €S una funcién
fi + S C R — R, como las funciones que estudiamos en los capitulos argsrio
En consecuencia, podemos aplicar la teoria ya vista a cadporentef; por
separado, y luego escribir la informacién obtenida en ugdaje matricial.

De acuerdo con la observacion anterior, para estudiaréaati€iabilidad de la
funcién
F=(fi,...fm):SCR" - R"
en un punto especifico’, € S, podemos aplicar la aproximacion por diferenciales
de la seccion 3.2 a cada componefiteobteniendo

A(Ro+ AT) - A(@o) ~ 2DED o 06T

- 0y ! ox, n
Ofy(@ Ofy(@
f2(?8 =4F A?) — f2(?0> ~ —f2( 0) ASL’I + 4 —f2( 0) A.flfn
0y oz,
Ofn(T Of(T
fm(?o + A?) — fm(?()) ~ MAII S MAIn
8:61 axn
Estos resultados pueden combinarse en una notacion mgtmino
ofi(Fo)  8A(Fo) .. Ofi(To)
oxy Oxo 0T, A331
5fg(?o) 3fg(7o) . 8fg(?o) Az
F(ZTo+ A7) - F(7) ~ O O _ O _
8](‘771&?0) ({9fm£?()) . 8fm£?0) Amn
ox1 Oxa 0T
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Esta Gltima expresion describedaroximacion lineal d&” en 2. En notacion
compacta, esta Ultima expresion se escribe como

F(Z o+ A7) — F(Z) ~ DF(7)AT,

en dondeA 7’ es eln-vector de incrementos, y en donfe(7') es la matriz de
m X n que esta compuesta por las primeras derivadas parcialesyw prden de
las funcionesf;’s con respecto a las variabless, como se define a continuacion.

Definicion. SeaF' = (fi,..., fm) : S C R* — R™ una funcion vectorial
cuyas derivadas parcialéy;/0x; existan en una regiok C S, para cada
j=1,...,m,i=1,...,n. Laderivadao matriz jacobianade F' con respecto al
vectors = (ry,2,....,7,) €s lamatrizDF () dem x n dada por

oh(®)  8f(E) .. 9A(=E)

8331 8332 afn
Af2(T) Af2(7T) . Af2(T)

DR(F)=| o e T
(@) fm(®)  Ofum(T)

81‘1 81‘2 8Z'n

A la derivada también se le conoce cogradiente generalizadde f1, ..., f,,
con respecto a;, z» ..., x,. Para denotarla se usan cualesquiera de los siguientes
simbolosDF(7'), 4% o VF.

Ejemplo:

Para las siguientes funciones de demanda para dos bienéfigdda funcion
vectorial 'y determina su derivadl F:

/

—9 3/2 _
q1 = 6p; Py, qa = 4p1py YP.

Se trata de la funciof’ : R? — R?, dada por

F(p1,ps,y) = ( Ji(p1p2.y) ) _ ( 6p1°py "y ) _

fa (plap2a ?/) 4271]72_192
F
Pt N fil — q1
pz = fo|l — @
vy

De esta manera, su derivafid’ es la siguiente matriz dex 3:

on oh  Of 3 3/2 —2.1/2 2 3/2

op1 ¢ f —12p"py"y 9Py "y 6py
DFupa) = G 5 )= (Y ey an ).

g a—f} 4pytyt Ayt Spipy 'y
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En el caso particular de una funciéh= (fi, fo,..., fm) : S C R — R™, con

—

w = F(t), la derivada esta dada porrelvector columna

df1(t)

dt
dfa(t)

DF(t)y=| % |,

dfm (1)
dt

que representa el vector tangente a la curve: F(t) en cada < R (ver seccion
1.2). Asimismo, en el caso de una funcin S ¢ R” — R, conw = f('), la
derivada es eb-vector renglon

D) = Vi) = (YL ),

gue coincide con el vector gradiente fleEn consecuencia, la derivada representa
un vector perpendicular al conjunto de nivel de la hiperdigpe w = f(7') que
contiene al puntar’ = (21, x9,...,2,) € S (ver seccion 3.5).

Por dltimo, para el caso especial en gue m, la matriz jacobiana es cuadrada
y se puede calcular su determinante.

Definicion. SeaF : S ¢ R” — R, definida po (7') = (f1(7), fo(T), ..., fo(T)),
donde® = (@1, 5., ;). Entonces, al determinante de su matriz jacobiana se
le denomingacobianoo determinante jacobiano dg, fs, ..., f,, con respecto a
T1, Ta,..., Tn, Y SE€ representa pof( f1, f2, ..., fn/x1, 22,..., ), €S deCir,

K ... Oh
ox1 Oxn
J<f17f277fn) _
T1,T2,...,Tn fn Ofn
ox1 Oxn

Nota: En algunos textos el determinante jacobid(0f, fs, ..., fn/1, T2...., Tp)
también se denota por
a(fla f2a ceey fn)

8(931, T ..., T
El jacobiano tiene varias aplicaciones en calculo, unasledales se discutira en
la seccion 6.3.
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6.2 Regla de la cadena en el caso general

La regla de la cadena tiene una extension natural para iegideR” enR™,
como se establece en el siguiente teorema.

Teorema Seanf : R* — R™y G : R¥ — R funciones diferenciables. Sean
d . .,
t € RFy @ € R". Considera la funcién compuesta

H=FoG:Rf - R™
SeaDF(7') la matriz jacobiana de: x n de las derivadas parciales fleen 2’

y seaDG(?) la matriz jacobiana de x k de las derivadas parciales @een .

Entonces, la matriz jacobianaH ( ¢ ) es la matriz den x k dada por el producto
de las matrices jacobianas:

DH(T)=DF(T)-DG(T).

Mas especificamente, sean = (ty oo ntp), © = (T1,...,2,) Y
W = (wy, ..., wy), tales quez = G(t), W = F(?) Entonces, podemos
representar Ia composicion de funciongés= (G( ) = H(?) mediante el
siguiente diagrama:

H=FoG
/ G F
1
N go | — T2 fa — Wy
: v —
th s / '
dn Tn fm — W

De esta manera, la regla de la cadéﬂd(?) = DF(7) - DG(?) establece que

ow,  Owy . Ow Oh  0h ... 0N 991 o1 .. Oa
oty Oto Ot ox Oxo Oxn oty Ota oty
Owy  Owy . Owy 9fa 0f ... Of 992 992 992
oty Ota Oty o ox Oxa Tn Oty Oto Oty
Qwy,  Qwy ., Ouy Ofm  Ofm . Ofm 99n  O9n ... Ogu
oty Ota Oty ox Oxo Oxn oty Otg Oty

Nota que este producto matricial es consistente con lofiaess de la seccion
3.3.
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6.3 Teorema general de la funcion implicita

En la seccidn 3.4 presentamos el teorema de la funcion i@gtiara una ecuacion
f(z1,29,...,2,,w) = 0 que relaciona a varias variables de manera implicita. En
esta seccion extenderemos el teorema de la funcion ingpéictaso general,

fl(x17"'>$naw1a"'>wm) =0
f2(x1,...,ajn,w1,...,wm) =0
(1, w, W) = 0,

en donde hay varias funciones relacionando implicitamenteias variables.

Este tipo de sistemas aparece frecuentemente en econamigemplo, se
sabe que en el problema de minimacion del coste wL + rK sujeto a una
produccion fijaP (L, K) = @, las condiciones de primer orden estan dadas por

w—AP(L,K) = 0
T — )\PK(L,K) =0
P(L,K)—Q = 0.

Este es un sistema de 3 ecuaciones para 6 incognitas: 3learatuiégenas, dadas
por los niveles éptimos de trabajg capital K" y el multiplicador), y 3 variables
exdgenas, dadas por el salatiola tasa de interésy la produccion. Nos
interesa determinar bajo qué condiciones este sistemadefimiveles optimos
en funcidn de las variables exégenas, y en ese caso, comoiae atectados
esos niveles Gptimos ante un pequefio cambio en las ultinmasnibargo, por lo
general no es posible determinar explicitamente esosesivgh que no se conoce
la forma funcional de la funcié®, o bien, P puede ser una funcién compleja 'y
esto no permite encontrar la solucion deseadéedema de la funcion implicita
establece bajo qué condiciones un sistema de ecuacionssedipe define las
variables endégenas como funciones implicitas de lasblas&xogenas y, en ese
caso, permite determinar como cambian las primeras antegurefio cambio en
las dltimas.

Por simplicidad, comenzaremos con un caso simple, dadorpsistema de 2
ecuaciones con 4 variables, de la forma

f(:)j, y? u? ,U) = 0

g(z,y,u,v) = 0.
Como se trata de 2 ecuaciones, a lo mas podemos tener 2 garifdgendientes
o enddgenasen términos de las 2 variables restantes, que son las leariab
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independientes exdégenasPor ejemplo, supongamos que el sistema define a las
variablesu y v como funciones implicitas dey y, es decir,

= u(z,y)
v o= v(z,y),

y nos preguntamos cuanto valen las derivadas parciales, v, y v,. Para ello,
primero obtenemos las diferenciales totaley ¢y, a saber,

df = fiydx+ f,dy+ fudu+ f,dv=0
dg = g.dz + g,dy + g,du + gy,dv = 0.

A suvez, coma: = u(z,y) Yy v = v(x,y), por lo tanto,

du = udr +u,dy
dv = wvgdx + v,dy.

De esta manera,

df = fudo+ fydy+ fu (updz + uydy) + fo (vedr + vydy) =0
dg = g.dx + gydy + g, (uzdz + u,dy) + g, (v,dx + v,dy) = 0.

Ahora agrupamos términos cdm y términos conly, es decir,

(fz + fuue + fovz) do + (fy + fuuy + fovy)dy = 0
(9o + Gutic + gu¥e) dx + (gy + guty + govy) dy = 0.

Comoz y y son independientes, cada una de estas sumas es igual aloeicsss
sumandos se anulan por separado, es decir, sélo si

fx‘l'fuux_l'fvvx =0 fy_l'fuuy_l'fvvy:()
gz+guuz+gvvx = 0 gy+guuy+gvvyy:0-

Para encontar de aqui los valores de las derivadas pargialeg v, y v, es
conveniente agrupar estas ecuaciones por pares. Un paiadst@or

fuux_l_fvvx - _fx
Gully + GoVz = —Gu,

gue es un sistema de dos ecuaciones para las incégnitas,.. De acuerdo con
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la regla de Cramer y las propiedades del determinante, saidnles

_fx fv fz fv
Ju —Gz Gv 9z Gu

u:B e —_— = —
dx Ju Jo fu Sy
Gu  Gu Gu Gv
fu _f:r fu fx
v Ju —YGx Gu Gz

U:B e —_— = —
Oz Ju Jo fu [o
Gu  Gv Gu Gv

El otro par esta dado por
fuuy + fv'Uy - _fy
Jully + GoUy = —Gy,
que es un sistema de dos ecuaciones para las incognjitas,, cuya solucion es

_fy fv fy fv
ou —09y Gv 9y G

uy = —_— = = —
dy fu fo Ju Jo
Ju v Gu Gu
fu _fy fu fy
% A @ _ GJu —Yy _ Ju Gy
§ 9y fu fo fu o
Gu  Gv Gu  Guv

Observa que las cuatro derivadas parciales son el cociemtesitdeterminantes.
Todas ellas poseen el mismo denominador, dado por el jatoblia la funcién
vectorial F = (f, g) : R* — R,

7 (£2) ~ prawoy | 2

Y

Y

con respecto a las variables dependientgsv. Como J (%) esta en el
denominador, es claro que debe imponerse la condicién

J (ﬁ) 40,
U, v

Ahora observa que cada numerador esta dado también por enmdeinte
jacobiano, de la misma funcidh, pero con respecto a una de las variables
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Capitulo 6 Temas selectos de calculo avanzado

dependientes; o v, mezclada con una de las independientes,y. Asi, por
ejemplo, se tiene
f7
o T(2)

en donde el determinante en el numerador intercambia lablardependiente
del determinante en el denominador por la variable indepatel:.

Teorema. Seanf(z,y,u,v) Y g(z,y,u,v) funciones diferenciables. El sistema
de ecuaciones

f('r7 y7 u? U) = 0
g('r7 y7 u? U) Z 0

define a las variablesy v como funciones implicitas, diferenciablesdg v, en
todos los puntos en donde
J (M) £ 0.
U, vV

En ese caso,
ou J(%) ov J(%)
o)
ou (2 o (%)
ORI )

Este teorema constituye una generalizacién de nuestrodiieo resultado

% = —% de la seccién 3.4, en dondeera una funcién de y .
Ejemplo:

Determina si el sistema de ecuaciones

w—v—2"+3y—-3 = 0

utv—22—-9y"+3 = 0
define a las variables y v como funciones implicitas, diferenciables dg y,
alrededor del punt®(zx,y,u,v) = P(0,2,1,4). De ser asi, calcula las derivadas

; ou ou v ou
parciales3 |, 5. . ool y G
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6.3 Teorema general de la funcién implicita

Primero definimos las funcione§x, y, u,v) = v> —v — 2 + 3y — 3y
g(z,y,u,v) = u+v — 2z — y> + 3, de modo que el determinante jacobiano

J (M) en el puntaP esta dado por

J<M) _ | o S 2o~ o1, =2(1) + 140,

u,v )| p Gu 9o |p L1,

Concluimos entonces que el sistema si define a las varialylescomo funciones
implicitas, diferenciables dey y, alrededor del punt@. Determinemos ahora la
derivada parciaf® :

o (& S
or J(i—:g>_ fu fv'_ '21u —11'
Gu Gu

(=32 -2) 32’42
(Qu+1)  2u+1°

De esta manera,
du 3(02+2 2
or|p,  2(1)+1 3
El calculo de las otras tres derivadas parciales queda cgarmogo para ti,
entusiasta lector.

Concluimos esta seccion enunciando el teorema generafdedi@n implicita,
correspondiente s > 1 ecuaciones con + m variables.

Teorema general de la funcion implicita

Seanfi(T1, ..., Tp, Wiy, Win),y - oy fin(T1, oo, Ty, w1, - .., wyy,) fUNCiOnes
diferenciables. El sistema de ecuaciones
filzy,. o, W, W) = 0
fo(zy, o2, W, w,) = 0
f(T1, .oy we, . W) = 0.
define a las variables, . . . , w,, como funciones implicitas, diferenciables de las

variablesry, . .., z, entodos los puntos en donde

J( f17f27--'7fm ) %0

W1, W,y ..., W
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Capitulo 6 Temas selectos de calculo avanzado

En ese caso,
f17f27“'7fj7~~~7fm
8wj . J (wl,wg,...,xi,...,wm)

dr; Jﬁaglmiiy

W1, W25, Wyy...;Wm,

paratodog =1,...m,i=1,...n.

6.4 Teorema del punto fijo

Este teorema se aplica para funciones de un conjunto cooypaonvexok C R”
hacia el mismo compacte’ C R", y se utiliza en microeconomia, por ejemplo,
para demostrar la existencia del equilibrio de Walras (#xjios competitivos en
una economia de intercambio).

Teorema del punto fijo o teorema de BrouwerSeak C R™ un conjunto
compacto y convexo y sea: K — K una funcion continua. Entoncggiene un
punto fijo, es decir, existe un punts* € K para el cual

1@ =7

Ejemplo:
Seaf : [0,1] — [0,1] una funcion continua. Demuestra que existes [0, 1] tal
quef(z*) = z*.

Como la imagen de la funcién esta en el intenjald], por lo tanto, para todo
x € [0,1] se tiene

0< f(z) <1
¥
!
y=x
x¥L____
! ¥ =75
0 ar .
Sea
h(z) = f(r) — o
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6.4 Teorema del punto fijo

Como f es continua, por lo tantd es continua. Por otra parte, es claro que
h(0) = f(0) —0 >0y h(l) = f(1) — 1 < 0. Asi, por el teorema del valor
intermedio sabemos que existe [0, 1] tal que

h(c) = 0.

Por lo tanto,f(c¢) — ¢ = 0, es decir,

f(c) =c.

De modo que: es un punto fijo d¢.

Si alguna de las condiciones del teorema no se satisfacemgonces ya no
necesariamente existiria un punto fijo, como se ilustra €sifuientes casos.

i) Si f no fuera continua:

¥y

!

\u

v = Ff(x) no ge cruza
cor Y=X

no se cruzan en x = 1
mienx =10
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iii) Si K no fuera convexo:

¥

)

| #o se cruzan en ¢l
agijera de K

! x
K no o5 convexo
(tiene wn agujera)

0

—_— - - — -

Por ejemplo, a partir de este teorema se puede demostrasterexa de niveles
de insumogz1, z2) que maximizan una funcion de benefitioz,, x2), siempre y
cuando el beneficio esté representado por una funcién canjirel conjunto de
insumos factibles sea cerrado y acotado. El teorema no qmiopa el valor de los
insumos Optimos, pero si garantiza su existencia.
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ApéndiceA

Conicas

Las conicasson las curvas (no necesariamente funciones) que se abté¢ne
rebanar un cono doble con un plano.

parabola

clrcunferencia elipss hipérbola

La ecuacion general de una conica es una ecuacion de segualio de la forma

Az? + Bay + Cy*+ Dx+ Ey = F.

A partir de esta ecuacion es posible decidir de qué curvate ttependiendo del
signo del discriminant&? — 4AC:

i) CuandoB? — 4AC < 0 se trata de una elipse (o circunferencia).
i) CuandoB? — 4AC = 0 se trata de una parabola.
iii) CuandoB? — 4AC > 0 se trata de una hipérbola.

En los casos que consideraremos a continuacion supondpracs aparece
el término Bzy, lo cual implica que la conica esta alineada con los ejes de
coordenadas, es decir, no esta girada. Asi, sélo consithenarecuaciones
cuadraticas de la forma

Az? +Cy* + Dz + By = F.

El objetivo es que puedas distinguir las conicas mas o memog"”, tomando en
cuenta el tipo particular de ecuacion.

1. Elipse:

Esta descrita por una ecuaciéon cuadréticadog 0, C £ 0y F' # 0, en
dondeA, C'y F tienen todas el mismo signBor simplicidad, supondremos que
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ApéndiceA Conicas

D = E = 0, obteniendoAx? 4+ Cy? = F. Al dividir por ' ambos lados de la
ecuacion, se obtiene farma candnicale la ecuacion de la elipse,
2 2
T Y
? + ﬁ =1.
A continuacién se muestran las gréaficas de la elipse, en fos¢a> by b > a.

¥
&

e O i e
\%;// : \V/ax

2 3
X Y

Aot =1
a®  b?

by
(%]

S}N|>1

%/
I
A

Nota que cuanda = b la elipse se convierte en la circunferenefat- 1> = a.

2. Hipérbola:
Esta descrita por una ecuacion cuadraticas4ea 0, C' £ 0y F' # 0, en donde
Ay C tienen signos opuestoNuevamente tomamads = £ = 0. Expresadas
en suforma canonicalas dos posibles ecuaciones de la hipérbola estan dadas
por

2 2 2 2
A | W aE

2 2 2 2
a b b a
A continuacién se muestran las graficas de las hipérbolasspmndientes a

cada una de estas ecuaciones.
» /
2 Zi.= 1 b e 1

a®  b® RN

X

%
WL

3. Parabola:
Esta descrita por una ecuacion cuadratica tal4ue 0 o C' = 0, pero
no ambos ceroEn su forma mas simple, lascuaciones canénicase la

parabola son

y=ar’ y x=ay’
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A continuacion se muestran las graficas de las parabolaspamdiente a la
primer ecuacion, para los casos- 0y a < 0.

¥

a =0

¥ = axt

A continuacion se muestran las graficas de las parabolaspamdiente a la
segunda ecuacion, para los casos 0y a < 0.
¥

a=0

Ejemplos:

2 2
1. La ecuacionz? + 9y* = 36 describe a la elipsip-:[L + yz =1.

%)

X

2
Xy P
e

\V/

£,
g

2. La ecuacionz? + 4% = 36 describe a la circunferencid + 1> = 9.

32 =9

_n
NP
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2
3. La ecuaciénz? — 9y = —36 describe a la hipérbol% —

% )i_ﬁzl
4 9
2

ol §,

4. La ecuacionz + y? = 0 describe a la parabola= —iyz.

X

¥

Por dltimo, es importante sefalar que existen algunos clesgenerados de
conicas, como se muestra a continuacion.

Ejemplos:

1. La ecuaciéntz? + 93> = 0 no define una elipse, sino mas bien un punto en el
planoR?, a saber, el origen.

2. La ecuacionz? — 93> = 0 no define una hipérbola, sino mas bien dos rectas en
2
el plano, a saber, las rectas- ig.
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ApéndiceB

Teoremas de concavidad para fun-
ciones enR"

Aqui se presenta la generalizacion de algunos de los tesm@enaptimizacion para
el caso de funciones diferenciablesi®h Para ello, es necesario introducir antes
algunas definiciones importantes.

Definicion. Dada una matriA den x n, unasubmatriz principal dominante
de ordenk, conk = 1,...,n, es la matrizA, dek x k que se obtiene al eliminar
en A los ultimosn — k renglones y las ultimas — k& columnas. El determinante
|Ax| de la submatriz principal dominantg, de orderk se conoce como ehenor
principal dominante de ordeh.

Ejemplos:

a b
d
dominante de ordeh = 1:

1. DelamatrizA = de2 x 2 se puede construir una submatriz principal
Al = (CL),

obtenida al eliminar ed el renglén 2 y la columna 2, y una submatriz principal
dominante de ordeh = 2:

a b
AQ_A_<Cd>,

en donde no se ha eliminado renglén ni columna alguna. Lo®resn
principales dominantes correspondientes son

Al=ay |Af=|%" ‘:ad—cb.
a b c
2. DelamatrizA = | d e f de3 x 3 se puede construir una submatriz
principal dominante Ec]je ch)rdZdﬂ:
Ar = (a),
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ApéndiceB Teoremas de concavidad para funcioné®en

obtenida al eliminar erl los renglones 2 y 3, y sus correspondientes columnas,
una submatriz principal dominante de ordes 2:

a b
AQ = ( d e ) s
obtenida al eliminar el renglon 3 y la columna 3, y una subimatincipal

dominante de ordeh = 3 :

A3 =A=

@ Q.2

b
e
h

S w0

en donde no se ha eliminado renglén ni columna alguna. Lo®resn
principales dominantes correspondientes son los detantaa

a b
A =a el =] |V 1l =

Q Qe
> 0 o
S S0

Definicion. Dada una matrizZl den x n, lassubmatrices principales de orden

k,conk =1,...,n, son todas las matrices dex k que se obtienen al eliminar
en A cualesquiera — k renglones y sus correspondientes- £ columnas. El
determinante de cada submatriz principal de orklee conoce commenor
principal de order¥.

1. De la matrizA =

Ejemplos:

¢ Z de2 x 2 se puede construir dos submatrices
principales de ordeh = 1:

(@) y (d),
obtenidas al eliminar eA el renglén 2 y la columna 2, o bien, el renglén 1y la
columna 1. Hay una sola una submatriz principal de ofden2:

a b
c d )’
en donde no se ha eliminado renglén ni columna alguna.

a b c

. DelamatrizA = | d e f | de3 x 3 se puede construir tres submatrices
g h 1

principales de ordeh = 1:
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obtenidas al eliminar eA los renglones 2 y 3 y sus correspondientes columnas,
los renglones 1y 3y sus correspondientes columnas, o berehglones 1y
2 y sus correspondientes columnas. Hay tres submatricesaies de orden

(i) (55) vy (1)

obtenidas al eliminar el renglon 3 y la columna 3, el renglgn& columna 2,
o bien, el renglén 1y la columna 1. Hay una sola submatrizjpél de orden
k=3:

J

L Qe
>0 o
S S 0

en donde no se ha eliminado renglon ni columna alguna.

Definicion. SeaA una matriz simétrica de x n. Se dice que:

a) A esdefinida positiva= todos los menores principales dominantesidson
estrictamente positivas> 0) .

b) A essemidefinida positivas todos los menores principales deson no
negativog > 0) .

c) A esdefinida negativa= todos los menores principales dominantesidge
orden impar son negativds: 0) y todos los de orden par son estrictamente
positivos(> 0).

d) A essemidefinida negativa> todos los menores principales dede orden
impar son no positivoé< 0) y todos los de orden par son no negatiyos0) .

e) A esindefinida,si no se satisfacen los patrones de signo anteriores.

Ejemplo:
La matriz
1 01
A= 0 0 0
1 00

es indefinida, ya que sus menores principales violan losmpadgrde signo a)-d).
En efecto, los menores principales de orden 2 (parJ den

10 1 00
0o0|=% |1 o‘__l y ’0 0‘—0’
uno de los cuales es negativo.
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Con esta ultima definicibn podemos extender los conceptosmzavidad y
convexidad para una funcion genefék,, =, . . ., z,) doblemente diferenciable.
En ese caso, la matriz hessiaiale f es la matriz simétrica

fll f12 fln
H— f21 f22 f2n ’
fnl fn2 fnn
2
en dondef;; = 85 gx )
7 )

Comenzamos con el caso correspondiente a concavidad oxaeestricta,
en donde todos los menores principales dominantes sontdsstie cero, es decir,

| Hi| # 0.
Teorema. SeaS C R™ un conjunto abierto y convexo, y s¢a S — R, con
f € C*(S). SeaH la matriz hessiana dg Entonces

a) H es definida positiva= f es estrictamente convexa &n
b) H es definida negativa= f es estrictamente concava.&n
c) H es indefinida=- f no es ni concava ni convexa &n

Los resultados de este teorema se resumen en la siguielate tab

f estric. convexa f estric. concava
|H1' = —
|Hy| + +
| Hs| + -
| H,| + +
|H,| + +, Sin es par
—, Sin es impar

Ejemplos:

1. Lafuncionf(z,y, z) = 2* + y? + 2% es estrictamente convexa, ya que la matriz
hessiana d¢,

H—

S O N
o N O
N OO
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es definida positiva. En efecto, sus menores principalesmdones son

5 0 2.0 0
|Hi| =2, |H2|:‘O 2‘:4 y |[Hs|=|0 2 0]=8,
00 2

que satisfacen el patron de signés| > 0, |Hy| > 0y |H;| > 0.

2. La funciénf(z,y,2) = —a? — y* — 22 es estrictamente concava, ya que la
matriz hessiana dé
-2 0 0
H=| 0 -2 0 |,
0 0 -2

es definida negativa. En efecto, sus menores principalegidatas son

5 0 2 0 0
=2 1mi=| | =4y HI=| 0 =2 0 =
0 0 -2

que satisfacen el patron de signés| < 0, |Hs| > 0y |H;| < 0.

Teorema (condiciones suficientes de segundo orden)

SeaS C R™ un conjunto abierto y convexo, y s¢a S — R, conf € C%(S).
Sear’, € S un punto critico def. SeaH (7') la matriz hessiana dgevaluada en
9, CON menores principales dominantés |, | H,|, . .., |H,| . Entonces

a)|Hy| > 0,paratoda =1,...,n
= f tiene un minimo local estricto em ,

b) (=1)* |Hy| > 0, paratoda = 1,...,n
= f tiene un méaximo local estricto e,

c) Si{|Hi|,|Ha|,...,|H,|} viola la secuencia anterior de signos
= f tiene un punto silla em .

El valor minimo o maximo local es un extremo global euando los patrones
de signo a) y b) se satisfacen en todo el dominig de

Ejemplos:

1. La funcion f(z,y,2) = 2% + y* + 22 tiene un Unico punto critico en
(x,y,2) = (0,0,0). Como se demostro anteriormente, los menores principales
dominantes d¢ satisfacenH;| > 0, |Hz| > 0y |Hs| > 0, de modo que es
estrictamente convexa &¥. Concluimos que tiene un minimo global estricto
en(0,0,0).
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2. La funcionf(x,y,z) = —z% — y? — 2?2 tiene un Unico punto critico en
(z,y,2) = (0,0,0). Como se demostro anteriormente, los menores principales
dominantes d¢ satisfacenH;| < 0, |Hy| > 0y |H;| < 0, de modo qug’ es
estrictamente concava &i. Concluimos quef tiene un maximo global estricto
en(0,0,0).

A continuacion se enuncian los teoremas correspondiehtesa en donde
alguno(s) de los menores principales dominahtgs de la funcionf es igual a
cero.

Teorema. SeaS C R™ un conjunto abierto y convexo, y s¢a S — R, con
f € C%*(S). SeaH la matriz hessiana dg Entonces

a) H es semidefinida positiva> f es convexa ef,
b) H es semidefinida negativa> f es concava eR,

Nota las implicaciones del tipe> en este ultimo teorema, que contrastan con
las del tipo= para funciones estrictamente convexas (concavas).

Ejemplo:

La funcién f(z,y, 2) = 2> + y + 2° es convexa no estricta, ya que la matriz
hessiana d¢,

2 00
H=|00 0 |,
00 2
es semidefinida positiva. En efecto, sus menores pringpggE®rden 1 son
2, 0y 2
sus menores principales de orden 2 son
2 0 20 00
0 0‘_0’ 0 2)_4 y ‘0 2)_2’
y su menor principal de orden 3 es
200
00 0=0
00 2
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Teorema (condiciones necesarias de segundo orden)

SeaS C R" un conjunto abierto y convexo, y s¢a S — R, conf € C?(S).
Seaw’, € S un punto critico def. SeaH (7'y) la matriz hessiana dgevaluada en
T . Entonces

a) f tiene un minimo local e’
= todos los menores principales fleson no negativoé> 0) en 7',
b) f tiene un maximo local em’,
= todos los menores principales #lede orden impar son
no positivos(< 0) en7’, y todos los de orden par son
no negativog> 0) en7’.

El valor minimo o maximo local es un extremo globaljeuando los patrones

de signo a) y b) se satisfacen en todo el dominig de

Nota que aqui la concavidad o convexidadfdes una condicion necesaria, mas
no suficiente, para un extremo local. En otras palabras, sta loan demostrar la
concavidad o convexidad de la funcidn para garantizar Eextia de un maximo
0 un minimo.
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